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Chapter 1    Distorted Steady State Model 

 

1 The Model 

 

1.1 Distorted Steady State Model 
1.1.1 Households in the SOE 

Households’ optimization problem in the SOE is given by: 
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The Lagrangean is given by: 
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with  1
, 1t t tQ R-+ =   and  1t tR rº + . 

FONCs are given by: 
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which can be rewritten as: 
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Combing Eqs.(1‐1‐1), (1‐1‐2) and (1‐1‐4) yields: 
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Combining Eqs.(1‐1‐1) and (1‐1‐6) yields: 

1.1.3 International Risk sharing Condition 

Eqs.(1‐1‐7) can be rewritten as: 
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In the rest of the world (ROW), there might be the same condition: 
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Combining the previous expressions each other yields: 
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Dividing both sides of the previous expression by  tR   yields: 
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Plugging the UIP  ( )*
1Et t t t tR R E E+=   into the previous expression yields: 
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which can be rewritten as: 
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where we use the definition of the real exchange rate. Further, the previous expression 

can be rewritten as: 
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by raising both sides to  －1th power. Note that we assume for all t.   

In the period  －1, the previous expression is given by: 
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Let define 
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º   as an initial condition. Then the previous expression can be 

generalized as follows: 
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We assume that the discount factor shifter for foreign households follows: 
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Plugging Eq.(1‐1‐17) into Eq.(1‐1‐15) yields: 
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World interest rate remains unchanged in response to  *
1,tZ . However, the world interest 

rate is assumed to respond to  *
2,tZ   by adjusting the real interest rate to keep  *

tC . 

Latter assumption implies as follows: 
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Plugging Eq.(1‐1‐19) into Eq.(1‐1‐18) yields: 
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In period 0, the previous expression can be rewritten as: 
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Plugging Eq.(1‐1‐20) into Eq.(1‐1‐16) yields: 
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1.1.8 Optimal Allocation of Goods 

Let define consumption indices as follows: 
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By  solving cost‐minimization problems  for households, we have optimal allocation of 

expenditures as follows: 
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Now, we get total demand for goods produced in the SOE and the ROW. Optimazation 
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s.t. 

Eq.(1‐1‐27) and  ( ), , , , 0t H t H t F t F tP C P CX - + = . 

The Lagrangean is given by 
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These previous expressions can be rewritten as: 
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The definition of the PPI in the SOE is given by: 
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1.1.9    Market Clearing Condition 

The market clearing conditions in the SOE is given by: 
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We assume that the global market clearing condition is given by: 
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1.1.10    Firms 

Production function is given by: 
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,

p

H t
t k t k

H t k

P
Y Y

P

e-

+ +
+

æ ö÷ç ÷ºç ÷ç ÷÷çè ø


   and: 

( ) ,1
t

t

t H t t

W
MC

P At
º
-

. (1‐1‐83) 

1.1.11 Optimal Wage setting 



 

11 
 

Consider a household resetting its wage in period t to maximize: 

,

0

E t
H t H t k

k

Ub
¥

+
=

æ ö÷çº ÷ç ÷ç ÷çè øå U . (1‐1‐84) 

with: 

( )
1 1

, |
0

1
ln

1
H t k t k t k t tU C j dj Z

j

j
+

+ + +

é ù
ê úº -ê ú+ë û

ò N . (1‐1‐85) 

The  maximization  of  Eq.(1‐1‐84)  is  the  subject  to  the  sequence  of  labor  demand 

schedules and a sequences of budget constraints of the form: 

( ) ( )
|

W

t
t k t t k

t k

W j
j N

W

e-

+ +
+

æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷÷çè ø


N , (1‐1‐86) 

( ) ( ) ( )
1

| , 1 1
0

En n n
t t t k t t t t t t t t tD W j j dj PR TR PC Q D+ + ++ + + ³ +ò N . (1‐1‐87) 

We  now  make  explicit  that  the  households  can  pool  labor  income  risk  through 

government debt. Each household j reoptimizing the wage at a given time t will choose 

the same optimal wage. Because of this, we can abstract from index j on Eqs. (1‐1‐85), 

(1‐1‐86) and (1‐1‐87). Then these are given by: 

1
, |

1
ln

1
H t k t k t k t tU C Zj

y
+

+ + +

æ ö÷çº - ÷ç ÷÷çç +è ø
N , (1‐1‐88) 

|

W

t
t k t t k

t k

W
N

W

e-

+ +
+

æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷÷çè ø


N , (1‐1‐89) 

( )| , , 1 1En n n
t t t k t H t t t t t t tD W PR PC Q D+ + ++ + ³ +N . (1‐1‐90) 

Because of Eqs.(1‐1‐88) and (1‐1‐90), the Lagrangean is given by: 

( ) ( )1
| | |

0

1
E ln

1

k

W t t k t K t t k t t t k t t k t k

k

C W P Cjbq l
j

¥
+

+ + + + + +
=

é ù
ê úº - + -ê ú+ë û

å L N N , 

which can be rewritten as: 

( )

( )

1
| | , |

1
1 1| 1 1| , 1| 1 1

1
ln

1

1
E ln

1

t t t t t t t H t t t t

W t t t t t t t t H t t t t

C Z W PC

C Z W P C

j

j

l
j

bq l
j

+

+
+ + + + + + +

æ ö÷çº - + -÷ç ÷ç ÷ç +è ø
é ùæ ö÷çê ú+ - + - +÷ç ÷ê úç ÷ç +è øë û



 

L N N

N N
 

The FONC is given by: 
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| |

| | | ,

1| 1|

1| 1 1| 1|

,

E 0

t t t t

t t t t t t t H t

t t

t t t t

W t t t t t t t t t

H t t

Z W
W W

Z W
W W

j

j

l

bq l+ +
+ + + +

æ ö¶ ¶ ÷ç ÷- + +ç ÷ç ÷ç¶ ¶è ø
é ùæ ö¶ ¶ ÷çê ú÷+ - + + + =ç ÷ê úç ÷ç¶ ¶è øê úë û


 

  

N N
N N

N N
N N

. 

The compact form of the previous expression is given by: 

( ) | |

| | |
0

0
k t k t t k t

W t k t t k t k t t k t t
k t t

Z W
W W

jbq l
¥

+ +
+ + + +

=

é ùæ ö¶ ¶ ÷çê ú÷- + + =ç ÷ê úç ÷ç¶ ¶è øê úë û
å 

 
N N

N N . (1‐1‐91) 

Notice that  |

|

t k
t k t

t k t

Uj +
+

+

¶- º
¶


N

N
. 

Partial derivative of Eq.(1‐1‐89) is given by: 

1

|

,

|

1

1

1

W

W

t k t t
W t k

t t k t k

t kt
W t k

t k H t t k

W t k t

t

W
N

W W W

WW
N

W W W

W

e

e

e

e

e

- -
+

+
+ +

-

+
+

+ +

+

æ ö¶ ÷ç ÷=- ç ÷ç ÷÷ç¶ è ø

æ ö÷ç ÷=- ç ÷ç ÷÷çè ø

=-









N

N

, (1‐1‐92) 

where Eq.(1‐1‐89) is used to eliminate 

W

t
t k

t k

W
N

W

e-

+
+

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø


  in the second line. 

Plugging Eq.(1‐1‐92) into Eq.(1‐1‐91) yields: 

( )
( )

( )
( )

1 1
| |

, ,

0 0

| || | |

1 1

E E

1

0

W t k t t k W t k t t kk k
H t H tW t W t

k k

t k t W t k tt k t t k t W t k t

Z Z
W W

j je e
bq bq

l el e

+ +¥ ¥+ + + +

= =
+ ++ + +

ì ü é ùï ïï ï ê úï ïï ï ê ú=í  ê úï ïï ï ê úé ù + -+ + -ï ï ê úë ûë ûï ïî 
=

å å 
N N

NN N
 

Multiplying  －1 on both sides of the previous expression yields: 

( ) ( )1
| | |

0 ,

1
E 1 0

k

W t W t k t t k t k t W t k t
k H t

Z
W

jbq e l e
¥

+
+ + + +

=

é ù
ê ú- + - =ê úê úë û

å N N  

Plugging  |

1
t k t

t k t kP C
l +

+ +

=   into the previous expression yields: 



 

13 
 

( ) ( )|1
|

0

1 1
E 1 0

k t k t

W t W t k t W
k t t k t kW P C

jbq e e
¥

++
+

= + +

é ù
ê ú- + - =ê úë û

å 
N

N . 

Multiplying both sides on the previous expression by 
1

t

W

W

e -


  yields: 

( ) |1
|

0

E 0
1

k t k ttW
W t t k t

k W t k t k

W

P C
jebq

e

¥
++

+
= + +

æ ö÷ç ÷- + =ç ÷ç ÷÷ç -è ø
å

 N
N . (1‐1‐93) 

The LHS of Eq.(1‐1‐93) can be rewritten as: 

( )

( )

|1
|

0

| 1|1 1
| 1|

1 1

2 2|1
2|

2 2

E
1

E
1 1

E
1

k t k ttW
W t t k t

k W t k t k

t t t tt tW W
t t W t t t

W t t W t t

t ttW
W t t t

W t t

W

W

W

P C

W W

P C P C

W

P C

j

j j

j

ebq
e

e ebq
e e

ebq
e

e
e

¥
++

+
= + +

++ +
+

+ +

++
+

+ +

æ ö÷ç ÷- +ç ÷ç ÷÷ç -è ø
æ ö÷ç ÷=- + + - +ç ÷ç ÷÷ç- -è ø

æ ö÷ç ÷+ - + +ç ÷ç ÷÷ç -è ø

=-

å


 




N
N

N N
N N

N
N

( )

| , | 1| 1|

| 1| 1

1 1 1

2 2| 2|1
2| 2

2 2 2

| |

|

E
1 1

E
1

1

t t H t t t t t tt tW
t t t W t t t t

t t t W t t t

t t t ttW
W t t t t

W t t t

t t t ttW
t t t

W t t t

W W
C C

C P C C P C

W
C

C P C

W
C

C P C

j j

j

j

ebq
e

ebq
e

e bq
e

+ +
+ +

+ + +

+ ++
+ +

+ + +

æ ö÷ç ÷+ + - +ç ÷ç ÷÷ç- -è ø
æ ö÷ç ÷+ - + +ç ÷ç ÷÷ç -è ø

=- + +
-

 






N N N N
N N

N N
N

N N
N

( )

1| 1|

1| 1

1 1 1

2 2| 2|1
2| 2

2 2 2

| | 1|

| 1|

1

E
1

E
1

E
1 1

t t t ttW
W t t t t

W t t t

t t t ttW
W t t t t

W t t t

t t t t t tt tW W
t t W t t t

W t t t W t

W
C

C P C

W
C

C P C

W W

C P C C P

j

j

e
e

ebq
e

e ebq
e e

+ +
+ +

+ + +

+ ++
+ +

+ + +

+
+

+

æ ö÷ç ÷- +ç ÷ç ÷÷ç -è ø
æ ö÷ç ÷+ - + +ç ÷ç ÷÷ç -è ø

=- + + - +
- -






 

N N
N

N N
N

N N N
MRS MRS

( )

1|

1 1

2 2| 2|

2|

2 2 2

E 0
1

t t

t t

t t t ttW
W t t t

W t t t

C

W

C P C

ebq
e

+

+ +

+ +
+

+ + +

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
æ ö÷ç ÷+ - + + =ç ÷ç ÷÷ç -è ø




N

N N
MRS

. 

Note that: 

| | |

| 1

t k t t k t t k t

t k t

t k t k t k

U

U C C

j
+ + +

+ -
+ + +

¶ ¶
º- =

¶ ¶
N N

MRS . (1‐1‐93)’ 

Further, the last equality can be rewritten as: 
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( ) ( )

| 1| | 1|

| , 1|

1 1 1

2 22| 2|

2|

2 2 2

E E

1
E E

t t t t t t t t

t t W t H t t W t

t t t t t tW
t

W t t t t

W t t t W t

t t t

C C PC P C
W

C P C

bq bq
e
e

bq bq

+ +
+

+ + +

+ +
+

+ + +

é ù éæ ö æ ö÷ ÷ç çê ú ê÷ ÷+ +ç ç÷ ÷ê ú êç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è øê ú =ê úæ ö æ ö- ê ú÷ ÷ç ç÷ ÷ê ú+ +ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ê úç çè ø è øê úë û ë



 

N N N N
MRS MRS

N N
MRS

ù
ú
ú

ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úê úû

, 

which can be a compact form as follows: 

( ) ( ) ( ) ( ) 11
| | |

0 0

E E
1

k kW
W t t k t t k t t k t W t t k t t k t k

k kW

C W P C
e bq bq
e

¥ ¥
--

+ + + + + +
= =

é ù= ê úë û- å åMRS N N . (1‐1‐94) 

Eq.(1‐1‐94) can be rewritten as: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
| |

0

1

|
0

1 E

E

k

W W W t t k t t k t t k

k
t

k

W t t k t t k t k
k

C

W

P C

e e bq

bq

¥
-

+ + +
=

¥
-

+ + +
=

-
=

é ù
ê úë û

å

å


MRS N

N
. 

(1‐1‐95) 

Given the assumed wage structure, the evolution of the aggregate wage index is given 

by: 

( )
1

1 1 1
1 1W W W

t W t W tW W We e eq q- - -
-

é ù= + -ë û . (1‐1‐97) 

 

 

2   Nonstochastic Steady State 

 

We  focus  on  equilibria  where  the  state  variables  follow  paths  that  are  close  to  a 

deterministic  stationary  equilibrium,  in  which  , , 1H t F t tP =P =P =   ,  1S=     and 

( ) 11 *R Rb
--= = . Because this steady state  is nonstochastic, the productivity has unit 

values; i.e.,  1A= . 

2.2 Steady State Relative Price and Market Clearing 
In the steady state, we assume  H FP P=   and then  1S=   is applied. Because of  1S= , 

* *
H FP P=   is applied. The CPI implies that: 
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( )

( )

1
1 1 1
, ,

1
1 1
,

,

1t H t H t

H t

H t

P P P

P

P

h h h

h h

u u- - -

- -

é ùº + -ë û

=

=

. 

That is, we have: 

* * *

H F

H F

P P P

P P P

= =
= =

. (4‐6‐3) 

In addition, due to  *
, ,H t H tP P= , we have: 

( )( ) ( )
1

1 1 1* *
, ,

*
,

1t H t H t

H t

P P P

P

h h hu u
- - -é ùº - +ê úë û

=
, 

which implies that: 

* *
H FP P P= = . (4‐14‐17) 

Plugging Eq.(4‐6‐3) into Eq.(4‐14‐17) yields: 
*P P= , 

which  implies  that  the  PPP  is  applicable  in  the  steady  state.  Plugging  the  previous 

expression into the definition of the CPI disparity yields: 

1Q= .    (2‐7) 

Plugging Eq.(2‐7) into the international risk sharing condition  *C QC J= , we have: 
*C C=   (2‐8), 

where we impose  1J= . 

Market clearing conditions in the steady state are given by: 

* *

Y C

Y C

=
=

    (2‐9) 

2.4  Steady  State Wedge between Marginal Utility of Consumption  and 

Labor 
The FONC for households to choose optimal wage Eq.(1‐1‐93) implies that: 
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( )

1 1

2 1

1 1

0
1

W W
W

W W

W
W

W

W N W N
N N

P C P C

W N
N

P C

j j

j

e ebq
e e

ebq
e

+ +

+

é ù
ê ú- + + - +ê ú- -ë û

é ù
ê ú+ - + + =ê ú-ë û



, 

which can be rewritten as: 

( ) ( )2 2 11 1
1

W
W W W W

W

W N
N

P C
jebq bq bq bq

e
+é ù é ù+ + = + +ê ú ê úë û ë û -

  . 

Then, we have: 

1
W

W

W
N C

P
je

e
=

-
. (2‐27) 

Eq. (1‐1‐83)implies as follows: 

1

1

W
MC

Pt
=
-

. (2‐27)’ 

Combining Eqs.(2‐27) and (2‐27)’ yields: 

( )1
1

W

W

MC N Cj
et
e

- =
-

. (2‐27)’’ 

The FONC for the firms Eq.(1‐1‐82) implies that: 

1
1

p

p

MC
e
e

=
-

, 

which can be rewritten as: 

1p

p

MC
e
e
-

= .    (2‐28) 

Because of Eqs(2‐30), (2‐32) and (2‐32)’, Eq.(2‐27)’’ can be rewritten as: 

( )( )1 1

1

pW

W p

N Cj
e te

e e
- -

=
-

. (2‐33) 

Note that  1
CU C-=   and  NU Nj- = . Plugging these conditions into Eq.(2‐33) yields: 

1N
W

C

U

U

t-- =
MM

. (2‐34) 

with 
1

pp

p

e
e

º
-

M   and 
1

W W

W

e
e

º
-

M . 

Plugging  1N

C

U

U
- º -F   into the previous expression, we have: 
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1
1

p W

t--F=
M M

  or 
1

1
p W

t-F= -
M M

, (2‐35) 

which shows the steady state wedge between marginal utility of consumption and  its 

labor. 

 

 

 

3   Log‐linearization of the Model 

 

3.1 Distorted Steady State Model 

3.1.1 Relationship between Real Exchange Rate and Terms of Trade 

Note that: 

( )
( )( )
( )

*

*
,

, , ,

, ,

1

1

1

t t t t

t F t t

F t H t F t

F t H t

t

q e p p

e p p

p p p

p p

s

u a

u

u

= + -
= + -
= - - -

= - -

= -

. (3‐1‐4)   

3.1.2    Market Clearing Condition 

By Using  , ,H t H t tX P Pº , Eq.(1‐1‐76) can be rewritten as: 

( ) *
, 1,1t H t t t tY X C S Zh hu u-= - + , 

Where we use Eq.(1‐1‐20). 

Total derivative of the previous expression is given by: 

( )( ) ( ) *
, 1,1 1t H t t t tdY CdX dC CdS dZu h u uh u= - - + - + + . 

Dividing both sides by Y yields: 

( ) ( )
**
1,1

, * *
1

1 1 tt t
H t t

dZdY dCC C C C Z
dX dS

Y Y Y C Y Y C Z
h u u uh u=- - + - + + , 

which can be rewritten as: 

( ) ( ) *
1,1 1t t t t ty x s c zh u hu u u=- - + + - +     (3‐1‐6) 

where  1C Y = . Note that: 
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( )
( )

, ,

, , ,

, ,

1

H t H t t

H t H t F t

F t H t

t

x p p

p p p

p p

s

u u

u
u

= -
= - - -

=- -
=-

  (3‐1‐7) 

Plugging the last line in Eq.(3‐1‐7) into Eq(3‐1‐6) yields: 

( )( ) ( )
( ) ( ) 1

*

*

,

,

11

2 1

1t

t

t t t

t

t

t

s s c zy

s c z

h u u

hu u

hu u

u u

u

= - + -

=- - - + + - +

+
  (3‐1‐8)’ [(16) in the text] 

Total derivative of Eq.(3‐1‐77) is given by: 

* *
t tdY dC= . 

Dividing both sides by Y yields: 
* *

* *
t tdY dC

Y C
= , 

which can be rewritten as: 

* *
t ty c= .    (3‐1‐9) 

3.1.3    International Risk Sharing Condition 

Total derivative of Eq.(1‐1‐21) is given by:   

( ) 2* *
2 2,*

2

*
2,

* * * *
2 2 2 2

1
t t t t

tt
t

dC dQ dZ Z Z dZ
Z

dZdZZ Z Z
dQ

Z Z Z Z Z

-
= + -

= + -
 

Dividing both sides by C yields: 

**
2,2

* * * *
2 2 2 2

*
2,

*
2

tt t
t

tt
t

dZdC dZZ Z Z Z
dQ

C Z Z Z Z Z Z

dZdZ
dQ

Z Z

æ ö÷ç ÷= + -ç ÷ç ÷÷çè ø

= + -
, 

which can be rewritten as: 

*
2,t t t tc q z z= + -     (3‐1‐10) 

Plugging the last line of Eq.(3‐1‐4) into Eq.(3‐1‐10) yields: 

( ) *
2,1t t t tc s z zu= - + - . (3‐1‐11) [(17) in the text] 
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Plugging Eq.(3‐1‐11) into Eq.(3‐1‐8)’ yields: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

* *
2, 1,

2 * *
1, 2,

2 * *
1, 2,

2 2 * *
1, 2,

2 *
1, 2

2 1 1

2 1 1 1

2 1 1 1

2 1 2 1 1

2 1 1 1 1 1

t t t t t t

t t t t

t t t t

t t t t

t t t

y s s z z z

s z z z

s z z z

s z z z

s z z z

hu u u u u

hu u u u u u

hu u u u u u

hu hu u u u u u

u h u h u u u

é ù= - + - - + - +ë û
é ù= - + - + - + - -ê úë û
é ù= - + - + - + - -ê úë û
= - + - + + - + - -

é ù= - - - + + - + - -ë û
( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

*
,

2 * *
1, 2,

* *
1, 2,

1 2 1 1 1

1 2 1 1 1

t

t t t t

t t t t

s z z z

s z z z

h u u u u u

h u u u u u

é ù= - - + + - + - -ê úë û
é ù= - - + + - + - -ë û

. (3‐1‐12) 

Note that  ( ) ( ) 1
1 2 1Vs h u u -é ùº - - +ë û  

When  1h= , Eq.(3‐1‐12) boils down to: 

( ) ( )* *
1, 2,1 1t t t ty z z zu u u= - + - -  

3.1.4    Euler Equation 

Log‐linearizing Eq.(1‐1‐7) yields: 

( ) ( ) ( )1 1E E 1t t t t t t z tc c r zp r d+ += - + + - + , (3‐1‐16) [(18) in the text] 

with  1 1 rd b-º - =     being  time  discount  rate  where  we  use  the  fact  that 

( )1Et t z tz zr+ = . 

3.1.5    Price Index and the Definition of the TOT 

The definition of the TOT is given by  , ,t F t H tS P Pº , which can be log‐linearized as: 

,

*
, ,

,

,F t H t

t F t H

t H t

t

t p

e

e p

p

ps

p

=

= -

-

= + - . (3‐1‐17)’ [(19) in the text] 

Log‐linearizing Eq.(1‐1‐78) yields: 

( )
( )

, ,

,

,

, ,

1 H t F t

H t

t

t

t

H t

F t H

p p

p p

p

p s

p

u

u
u

u= - +

= + -
= +

. (3‐1‐17) [(25) in the text] 

Combining the previous expression and its lagged expression yields: 
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( ) , ,1t H t F tp u p up= - + , 

Where: 

, , , 1H t H t H tp pp -º - . (3‐1‐17)’’ [(23) in the text] 

because of inflation targeting in the ROW,  *
, 0F tp =   for all t. 

Combining the previous expression and its lagged expression yields: 

1 , ,t t F t H ts s p p-- = -     (3‐1‐18) 

Plugging Eq(3‐1‐18) into eq.(3‐1‐17) yields: 

( ) ( ), , 1

, 1

1t H t H t t t

H t t t

s s

s s

p u p u p
p u u

-

-

= - + + -
= + -

.   

The definition of the CPI 
1

t
t

t

P

P-
P º   can be log‐linearized as: 

1t t tp pp -º - . (3‐1‐19) [(24) in the text] 

3.1.7 NKPC 

The NKPC is given by: 

( ), , 1EH t t H t tmcp b p k+= + , (3‐1‐23) [(21) in the text] 

with 
( )( )1 1p p

p

p

q bq
k

q
- -

º . 

Total derivative of Eq.(1‐1‐83) yields: 

( )( ) ( ) ( )2

,

,

1 1
1 1 1 1

1 1

1 1 1

1 1 1 1

t
t t t

H t

t t
t

H t

WW W
dMC d d dA

P P P

d WW W
d dA

P P P

t t
t t

tt
t t t t t

- æ öæ ö æ ö÷ç÷ ÷ç ç÷= - - - + + -ç÷ ÷÷ç çç÷ ÷ç ç÷è ø è ø÷ç- -è ø
æ öæ ö æ ö÷ç÷ ÷ç ç÷= + -ç÷ ÷÷ç çç÷ ÷ç ç÷è ø è ø÷ç- - - -è ø

. 

Dividing both sides of the previous expression by 
1

1

W
MC

Pt
=
-

  yields: 

( )
( )

, ,

,

1

1

H t H tt
t H t

d W PdMC
d dA

MC W P
t

t
= + -
-

. 

As mentioned,  t tdt t t= - . Thus, we have: 
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( )

( )

( )

,

,

, , ,

, ,

1 1

1 1
1 1

1 1
1 1

1 1
1 1

1
1 1

1 1

1 1
1 1

1 1

r
t t t

t H t t t

t t t H t t t

t H t F t H t t t

t F t H t

t

t t

t

t t

t

w a

w p a

w p p p a

p p p a

p p a

mc

s a

t t
t t

t t
t t

t t
t t

w u u

w u

t t
t t

w u t t
t t

t t
t t

= + - -
- -

= - - + -
- -

= - + - - + -
- -

= + - + - - + -
- -

= + -

= + - + -

-

-

-
-

-

- +

, (3‐1‐24) 

with 
( )
( )

, ,

,

H t H tr
H t

d W P
w

W P
º   being the (log) real wage. 

Eq.(1‐1‐80) can be rewritten as: 

1

1
,t p t

t

t

Y
N

A

a-æ öD ÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø
. 

Total differential of the previous expression yields: 

( )
1 1 1

1 1 1
1 1 1

,

1 1 1

1 1 1
,

1 1 1
1

1 1 1

1 1 1

1 1 1

t t t p t

t
t p t

dN Y dY Y Y dA Y Yd

dY
Y Y dA Y d

Y

a a a

a a a

a a a

a a a

- - -
- - -

- - -

= + - + D
- - -

= - + D
- - -

, 

where  ,ln p tD   is  ( )2o x   and is omitted. 

Dividing both sides on the previous expression by N yields: 

Second‐order approximation of Eq.(1‐1‐80) is given by: 

1
,

,

t t
t p t

t
t p t

dN dY
Y Y YdA Yd

N Y

dY
dA d

Y

- æ ö÷ç= - + D ÷ç ÷çè ø

= - + D
, 

which can be rewritten as: 

t t tn y a= - . (3‐1‐26) [(20) in the text] 

where  ,ln p tD   is  ( )2o x   and is omitted. 

3.1.8 Wage Inflation Dynamics 
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Total derivative of Eq.(1‐1‐95) is given by: 

( )
( )

( ) ( )

( )

2 1 1

2 1 1
1 1| 1|

2 2 1 1
1 1| 1|

21 1

1

1

1

1

t t t

W t t t t tW
t

W t t t t t

W W

C NMRSdC C MRSd C Nd

C NMRSdC C MRSd C Nd
dW

C NMRSdC C MRSd C Nd

C NP

bq

bq

bq bq

- - -

- - -
+ + +

- - -
+ + +

- -

ì üï ï- + +ï ïï ïï ïé ùï ï+ - + +ï ïë ûï ï= í ï ïé ù+ - + +ï ïï ïë ûï ïï ï+ï ïï ïî 
é ù´ + + +êë







N MRS

N MRS
M

N MRS

{ }
( ) ( ){ }
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

2
21 1

2 1 1 1 1 2

2 1 1 1 1 2
1 1| 1

2 2 1 1 1 1 2
2 2| 2

1 1

1 1

1 1

1 1

W W

t t t

W t t t t

W t t t t

C NP

C NP dC C P d C NP dP

C NP dC C P d C NP dP

C NP dC C P d C NP dP

bq bq

bq

bq

-

-
- -

- - - - - -

- - - - - -
+ + +

- - - - - -
+ + +

úû
é ù+ - + + +ê úë û

ì üï ï- + + -ï ïï ïï ïé ùï ï+ - + + -ï ïë ûḯí ï é ù+ - + + -ïï ë ûïï+ïïî





N

N

N

( )21 1W
W WC NMRS bq bq-

ï
ïïïïïïï

é ù´ + + +ê úë ûM

. 

Then: 
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1| 1|1 11

2 2| 2|2
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ê úæ öê ú÷ç- + - +ê ÷ úç ÷÷ççê úè øê úë û

- + +

æ
= + - + +
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1|1 1

2 2|2 2
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t tt t
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ê úæ ööê ú ÷÷ çç ÷÷ ççê ú ÷÷ ç÷çç ÷ç -è ø è øê ú
ê úæ öê ú÷ç- + + +ê ÷ úç ÷÷ççê úè øê úë û

- + -

æ ö÷ç- + - + - ÷ç ÷÷ççè ø
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1

1 Wbq
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é ù
ê ú
ê ú
ê ú
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. 

Note that  WW P MRS= M . Thus: 
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( )

1

1| 1|1

2 2| 2|2

1|1
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C MRS

d ddCdW

W C MRS

d ddC

C MRS

dC d dP

C P

ddC

C

bq
bq

bq

bq

-
+ ++

+ ++

++

é ù
ê ú- + +ê ú
ê ú
ê úæ öæ öê ú ÷÷ çç ÷= + - + + ÷ ççê ú ÷÷ ç÷çç ÷ç -è ø è øê ú
ê úæ öê ú÷ç- + + +ê ÷ úç ÷÷ççê úè øê úë û

- + -

- + - +






N MRS
N

N MRS
N
N MRS
N

N
N

N

( )
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ê ú
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N
N
N

MRS MRSMRS

ú
ú
úú

, 

which can be rewritten as: 

( ) ( ) ( )|

0

1 E
k

t w w t t k t t k

k

w mrs pbq bq
¥

+ +
=

= - +å . (3‐1‐27) 

Total derivative of Eq.(1‐1‐93)’ is given by: 
1

| |

|

t k t t k t t k

t k t t k

d C d dC

d dC
C C

C

j j

j j

j

j

-
+ + +

+ +

= +

= +

MRS N N N

N
N N

N

. 

Note  that  C j=MRS N  . Dividing  both  sides  of  the  previous  expression  by  HMRS  

yields: 

| |t k t t k t t k
d d dC

C
j+ + += +

MRS N
MRS N

, 

which can be rewritten as: 

| |t k t t k t t kmrs n cj+ + += + . (3‐1‐28) 

Let define  ,
,

H t k
H t k

t k

N
MRS

C

j
+

+
+

º . Total derivative of this definition is given by: 
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1
t k t k t k

t k t k

dMRS C N dN N dC

dN dC
CN CN

N C

j j

j j

j

j

-
+ + +

+ +

= +

= +
, 

Dividing both sides of the previous expression yields: 

t k t k t kdMRS dN dC

MRS N C
j+ + += + , 

because of  HMRS CNj= . 

That expression can be rewritten as: 

t k t k t kmrs n cj+ + += + . (3‐1‐29) 

Subtracting Eq.(3‐1‐29) from Eq.(3‐1‐28) yields: 

( )| |t k t t k t k t t kmrs mrs n nj+ + + += + - . (3‐1‐30) 

Total derivative of Eq.(1‐1‐89) is given by: 
1 1

|
W W W W

t k t W t W t k t k

t kt
W W t k

d W W NdW W W NdW dN

dWdW
N N dN

W W

e e e ee e

e e

- - - -
+ + +

+
+

=- + +

=- + +






N
. 

Dividing both sides of previous expression by  NN=   yields: 

|t k t t k t kt
W W

d dW dNdW

W W N
e e+ + +=- + +




N
N

, 

Which can be rewritten as: 

( )|t k t W t t k t kn w w ne+ + +=- - + . (3‐1‐31) 

Plugging Eq.(3‐1‐31) into Eq.(3‐1‐30) yields: 

( )|t k t t k w t t kmrs mrs w we j+ + += - - . (3‐1‐32) 

Plugging Eq.(3‐1‐32) into Eq.(3‐1‐27) yields: 
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tw

  , 

which can be rewritten as: 

( ) ( )
( )

( ) ( )
1 1 1

2

2 2 2

1 1
t w t t w t w t t

w t w

w t w t t

mrs w p mrs w p
w

mrs w p

e j bq e j
e j bq

bq e j
+ + +

+ + +

é ù+ + + + +ê ú+ = - ê ú
+ + + +ê úë û




. 

This expression can be the compact form as follows: 

( ) ( )
0

1
E

1

kw
t w t t k w t k t k

kw

w mrs w p
bq bq e j
e j

¥

+ + +
=

-= + +
+ å . (3‐1‐33) 

Let define  w
t t tmrsm wº -    which  is  the  (log) average wage markup  in  the  SOE. This 

expression can be rewritten as: 

w
t t t k t kn cm w j + += - - , 

By using Eq.(3‐1‐29). 

Plugging the definition of the (log) average wage markup into Eq.(3‐1‐33) yields: 
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( ) ( )
0

1
E 1
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k Ww
t w t w t k t k

kw

w w
bq bq e j m
e j

¥

+ +
=

- é ù= + -ë û+ å . (3‐1‐35) 

Eq.(3‐1‐35) can be rewritten as: 
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ïïïï
ïïïïïï

. (3‐1‐36) 

Forwarding Eq.(3‐1‐36) one period yield: 
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Multiplying  Wbq   both sides of the previous expression yields: 
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Plugging the previous expression into Eq.(3‐1‐36) yields: 

( ) ( )1
1

1 E
1

ww
t w t t w t t

w

w w w
bq e j m bq
e j +
- é ù= + - +ë û+

  . (3‐1‐37) 

Total derivative of Eq.(1‐1‐97) is given by: 
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. 

By dividing both sides of the previous expression  HW , we have: 

( )1 1t t t
w w

dW dW dW

W W W
q q-= + -


, 

which can be rewritten as: 

( )1 1t w t w tw w wq q-= + -  . (3‐1‐38) 

Eq.(3‐1‐38) can be rewritten as: 
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1

1

1 1
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w w w
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q q -= -
- -

 . 

Plugging the previous expression into Eq. (3‐1‐37) yields: 

 

( )1

1

1 1
1

1 1 1

1
E

1 1

Ww w
t t w t t

w w w

w
w t t t

w w

w w w

w w

q bq e j m
q q e j

qbq
q q

-

+

- é ù- = + -ë û- - +
æ ö÷ç ÷+ -ç ÷ç ÷ç - -è ø

, 

Which can be rewritten as: 

( )( ) ( )( )

( )

( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( )( )

( )
( )( )

( )

1

1

2
1

2

2
1

1

1 1
1 1

1

E

1 1
1 1

1

E

1 1
1

1

E

1 1

1

E

w w w
t w t w w t t

w

w t t w t

w w w
w t w w t t

w

w t t w t

w w w
w t w t w t t

w

w t t w t

w w w
t w t t

w

w t t

w w w

w w

w w

w w

w w w

w w

w w

w

bq q
q bq q m

e j
bq q

bq q
bq q bq m

e j
bq bq

bq q
bq q bq m

e j
bq bq

bq q
q m

e j
bq b

-

+

+

+

+

- -
- = - - -

+
+ -

- -
= - - - -

+
+ -

- -
= - - + -

+
+ -

- -
= - -

+
+ - w twq

 

Subtracting  ,H tw   from both sides of the previous expression yields: 

( )( ) ( )1 1

1 1
E

1
w w w

w t w t t w t t t

w

w w w w
bq q

q q m bq
e j- +

- -
- =- - + -

+
, 

which can be rewritten as: 

( ) ( ) ( )( )
1 1

1 1
E

1
w w w

w t t w t t t t

w

w w w w
bq q

q bq m
e j- +

- -
- = - -

+
. 

By dividing both sides by  Wq ,    we have: 

( )1Ew w w
t t t w tp b p k m+= - , (3‐1‐39) [(26) in the text] 

with 
( )( )

( )
1 1

1
w w

w

w w

bq q
k

q e j
- -

º
+

  where： 
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  1
w
t t tw wp -º -   (3‐1‐40) [(28) in the text] 

denotes the wage inflation. 

There is a relationship between the changes in the real wage and the gap between the 

wage inflation and the domestic inflation as follows: 

( )
( )

1 , , 1 , 1

1 , , 1

,

r r
t t t H t H t H t

t t H t H t

W
t H t

w w w p w p

w w p p

p p

- - -

- -

- = - - -

= - - -

= -

.   

3.1.9 UIP   

The log‐linearized UIP  ( ) *
1Et t t t tR E E R+=   is given by 

( )*
1Et t t t tr r e e+= + - . (3‐1‐43). 

Note that: 
*

1

*

tt t tdEdR dR dE

R R E E
+= + -  

can be rewritten as: 

*
11 1

ln ln ln ln
1 1

tt t tEr r E

r r E E
+

æ ö æ öæ ö æ ö+ + ÷ç ÷÷ ÷çç ç÷= + -÷ç÷ ÷çç ç÷÷ ÷÷ç ç÷çç ÷çè ø è øè ø+ +è ø
, 

further: 

( ) ( ) ( ) ( )* 1ln 1 ln 1 ln 1 ln 1 ln lnt t
t t

E E
r r r r

E E
+æ ö æ ö÷ ÷ç ç+ - + = + - + + -÷ ÷ç ç ÷÷ ç÷ç è øè ø

. 

Finally, we have: 

( ) ( )* 1ln 1 ln 1 ln lnt t
t t

E E
r r

E E
+æ ö æ ö÷ ÷ç ç+ = + + -÷ ÷ç ç ÷÷ ç÷ç è øè ø

. 

 

4    Welfare Cost Function and Welfare Relevant Output Gap 

 

4.1 Deriving the Second‐order Approximated Utility Function with Linear 

Terms 
The period utility function is given by Eq.(1‐1‐85), namely: 

( )
1 1

|
0

1
ln

1
t k t k t k tU C j dj

j

j
+

+ + +º -
+ ò

 N . (1‐1‐85) 
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In equilibrium, 

( ) ( )

( ) W

t t

t
t

t

j N j

W j
N

W

e-

=

æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø

N

, 

Is applied. Plugging this expression into Eq.(1‐1‐85) yields: 

( ) ( )1
1

1

0

1
ln

1

w

t k
t k t k t k

t k

W j
U C N dj

W

e j
j

j

- +

+ +
+ + +

+

æ ö÷ç ÷º - ç ÷ç ÷÷ç+ è øò . 

Let define  ( ) ( )
( )1

11 ,

0
,

w

H tw
t

H t

W j
dj

W

e j
j

- +
+ æ ö÷ç ÷D º ç ÷ç ÷÷çè øò  . Plugging  this definition  into  the previous 

expression, we have: 

( )11
,

1
ln

1
w

H t k t k t k t kU C N
jj

j
++

+ + + +º - D
+

 . (4‐1‐1) 

Second‐order expansion (percentage deviation from steady state  in terms of marginal 

utility of consumption) of Eq.(4‐1) is given by: 

( )

2
2 2 2 2

3

1 1 1 1

2 2 2 2

1
ln

t k CC N NN
t k t k t k t k t k t k

C C C C

wZ
t k

C

U U U U N U N
c c Cc n n n

U C U U C U C

U
o

U C
x

+
+ + + + + +

+

æ ö- ÷ç= + + + + +÷ç ÷çè ø

+ D +

    
   




. 

Note that  ln W
t k+D is  ( )2o x . 

Plugging  1
CU C-=  ,  2

CCU C-=-  ,  NU Nj=-  ,  1
NNU Njj -=-    and  1

ZU N j+=-  into 

the previous expression yields: 



 

31 
 

( ) ( )

( )
( )

( )

2 1 2
2 2 2 2

1

1
3

,

2 2
2 2 2 2

2

3

,

1 1 1 1

2 2 2 2

1

1 1 1 1 1

2 2 2 2

t N
t t t t k t k t k

C C C

W
H t k

C

N
t t t t k t k t k

C C

WN
H t k

C

N
t

C NU U U N N
c c Cc n n n

U C C U C U C

N
z o

U C

NC U N N
c c c n n n

C U C U N C

U N
z o

U C

U
c

j

j

j

j

x

j

x

- -

+ + +-

+

+

+ + +

+

- -æ ö- ÷ç= + + + + +÷ç ÷çè ø

- +

-æ ö÷ç= + - + + +÷ç ÷çè ø

+ +

= +


 




 





 ( )

( ) ( )

32 2

32

1 1
ln

2 2

1
1 ln

2

WN N N
t k t k t k t k

C C C C

WN N N
t t k t k t k

C C C

N U N U N U N
n n n o

U C U C U C U C

U N U N U N
c n n o

U C U C U C

j x

j x

+ + + +

+ + +

+ + + D +

= + + + + D +

  
  

  
  

. 

Plugging  1N

C

U

U
- º -F

   into the previous expression yields: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

32

32

32

1
1 1 1 ln

2

1
1 1 ln

2

1 1
1 ln

2

Wt
t t k t k t k

C

W
t t k t k t k t k

W
t t k t k t k t k

U U N N N
c n n o

U C C C C

N N N N
c n n n o

C C C C

N N
c n n n o

C C

j x

j x

j
x

+ + +

+ + + +

+ + + +

- += - -F - -F - -F D +

+= +F - - -F - -F D +

é ù-F +ê ú= +F - + + -F D +ê úë û

 


. 

Plugging  , ln p
t k H t k t k t kn y a+ + + += - + D    into  the  last  line  in  the  previous  expression 

yields: 

( )

( )
( )( ) ( )

( )

( )
( )( )

( ) ( )
( )

3

2

2
3

ln

ln

1 1
1 ln

2

1 1

1 2

1 ln 1 ln

pt
t k t k t k

C C

p
t k t k

w
t k t k

t k

t k t k

p w
t k t k

U U
c y

U C

y

o
n

n
c y o

s

xj

j
x

+ + +

+ +

+ +

+
+ +

+ +

- F= + + D

é ù+ Dê ú
ê ú- +-F +ê ú+ + -F Dê úê úë û

é ù-F +ê ú
ê ú= - -F - +ê ú
ê ú+ -F D + -F Dë û

 


, (4‐5‐3) 

where we use  ( ) 1 1
CN C C Y s- -= =   and 

( )1
,

0
,

ln ln H tp
t k

H t

P i
dh

P

e-

+

é ùæ öê ú÷ç ÷D = çê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò . 
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4.2 Second‐order Approximation of Price and Wage Dispersions 
Relative price of good h can be approximated as follows: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2 3,
, ,

,

1
ˆ ˆ1 1 1

2
H t

p H t p H t

H t

P i
p i p i o

P

e

e e x
-æ ö÷ç ÷ = + - + - +ç ÷ç ÷÷çè ø

, (4‐5‐12) 

with  ( ) ( ), , ,
ˆ ln lnH t H t H tp i P i Pº - . 

The price index  ( )
1

1 11

, ,
0

H t H tP P i di
ee --é ùº ê úê úë ûò   implies: 

( )
1

1 11

,
0

,

1
1

pp

H t

H t

P i di
P

ee --é ù= ê úê úë ûò . 

Hence, we have: 

( )

( )

1

11

0
,

1
1

,

0
,

1
1

1

p

p

p

t

H t

H t

H t

P i di
P

P i
di

P

e
a ee

e

-
--

-

æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷÷çè ø

æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷÷çè ø
=

ò

ò



, 

which implies that: 

( ) ( )
1 1

1
, ,

0
, ,

1

p p

H t H t
i

H t H t

P i P i
E di

P P

e e- -æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷=ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
=

ò . (4‐5‐13) 

Eq.(4‐5‐12) can be rewritten as: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2 3,
, ,

,

1
ˆ ˆ1 1 1

2

p

H t
p H t p H t

H t

P i
p i p i o

P

e

e e x
-é ùæ öê ú÷ç ÷- =- - - - +çê ú÷ç ÷÷çê úè øë û

, 

Taking conditional expectation, The previous expression can be rewritten as: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

2 3,
, ,

,

2 3

,

1 1
ˆ ˆ 1

2 1

1
ˆ

2

p H t
i H t i H t i

p H t

p

i H t

P i
E p i E p i E o

P

E p i o

e
e

x
e

e
x

-é ùæ ö- ê ú÷çé ùé ù ÷=- - - +çê ú÷ê úë û çë û ÷÷ç- ê úè øë û
- é ù=- +ê úë û

, (4‐5‐14) 

where we use Eq.(4‐5‐13) to derive the second line. 



 

33 
 

Second‐order approximation to 
( ),

,

H t

H t

P i

P

e-æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
  yields: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

,
,

,

2
2 3

, ,

ˆexp

ˆ ˆ1
2

H t
p H t

H t

p H t H t

P i
p i

P

p i p i o

e

e

ee x

-æ ö÷ç é ù÷ = -ç ÷ç ë û÷÷çè ø

= - + +

. 

Taking conditional expectation on the previous expression yields: 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 3,
, ,

,

ˆ ˆ1 E E
2

p

pH t
i p i H t i H t

H t

P i
E p i p i o

P

e
e

e x
-æ ö÷ç é ùé ù÷ = - + +ç ÷ ê úë ûç ë û÷÷çè ø

. (4‐5‐15) 

Plugging Eq.(4‐5‐14) into (4‐5‐15) yields: 

( ) ( ){ } ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2
2 2 3,

, ,

,

2 3

,

2 3

,

3

,

1
ˆ ˆ1 E

2 2

1
ˆ1 E

2

ˆ1 E
2

ˆ1 var
2

pH t
i p h H t i H t

H t

p p p

i H t

p

i H t

p

i H t

P i
E E p i p i o

P

p i o

p i o

p i o

e
eee x

e e e
x

e
x

e
x

-æ ö -÷ç é ù é ù÷ = - - + +ç ÷ ê ú ê úç ë û ë û÷÷çè ø
é ù- +ê úë û é ù= + +ê úë û

é ù= + +ê úë û

é ù= + +ë û

. (4‐14‐16) 

Notice  that 
( ) ( )1

, ,

0
, ,

H t H t
i

H t H t

P i P i
E di

P P

e e- -æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷=ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è øò   and 
( )1

,

0
,

H tp
t

H t

P i
di

P

e-æ ö÷ç ÷D = ç ÷ç ÷÷çè øò . By using  these 

facts, Eq.(4‐14‐16) can be rewritten as: 

( ) ( )

( ) ( )

3

,

3

,

ˆln ln 1 var
2

ˆvar
2

pp
t i H t

p

i H t

p i o

p i o

e
x

e
x

ì üï ïï ïé ùD = + +í ë ûï ïï ïî 

é ù» +ë û

. (4‐2‐6) 

Further, as shown in Woodford (2003), zH,t can be rewritten as: 

( ) ( )t t 2
,

0 0

E ln E
2

pp
t t t H t

k kp

e
b b p

k

¥ ¥

= =

D =å å , (4‐6‐2) 

as long as Eq.(4‐5‐10) is applicable. 

Relative wage j can be approximated as follows: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2 31
ˆ ˆ1 1 1

2

W

t
W t W t

t

W j
w j w j o

W

e

e e x
-æ ö÷ç ÷ = + - + - +ç ÷ç ÷çè ø

, (4‐6‐3) 

with  ( ) ( )ˆ ln lnt t tw j W j Wº - . 

The wage index  ( )
1

1 11

0

WW

t tW W j dj
ee --é ùº ê úê úë ûò   implies: 

( )
1

1 11

0

1
1

WW

t

t

W j dj
W

ee --é ù= ê úê úë ûò . 

Hence, we have: 

( )

( )

1
1 11

0

1
1

0

1
1

1

W

WW

W

t

t

t

t

W j dj
W

W j
dj

W

e
ee

e

-
--

-

æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø

æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷çè ø
=

ò

ò , 

which implies that: 

( ) ( )1 1
1

0

1

W W

t t
j

t t

W j W j
E dj

W W

e e- -æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷=ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
=

ò . (4‐14‐17) 

Eq.(4‐6‐3) can be rewritten as: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2 31
ˆ ˆ1 1 1

2

W

t
W t W t

t

W j
w j w j o

W

e

e e x
-é ùæ öê ú÷ç ÷- =- - - - +çê ú÷ç ÷çè øê úë û

, 

Taking conditional expectation, The previous expression can be rewritten as: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

2 3

2 3

1 1
ˆ ˆE E 1 E

2 1

1
ˆE

2

W

tW
j t j t j

W t

W
j t

W j
w j w j o

W

w j o

e
e x

e

e x

-é ùæ ö- ê ú÷çé ùé ù ÷=- - - +çê ú÷ê úë û çë û ÷ç- è øê úë û
- é ù=- +ê úë û

, (4‐2‐10) 

where we use Eq.(4‐14‐17) to derive the second line. 



 

35 
 

Second‐order approximation to 
( ) W

t

t

W j

W

e-æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
  yields: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

22
2 3

ˆexp 1

1
ˆ ˆ1 1

2

W

t
W t

t

W
W t t

W j
w j

W

w j w j o

e j

e j

e j
e j x

- +æ ö÷ç é ù÷ = - +ç ÷ ë ûç ÷çè ø

+
= - + + +

. 

Taking conditional expectation on the previous expression yields: 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 22

2 31
ˆ ˆE 1 1 E E

2

W

t W
j W j t j t

t

W j
w j w j o

W

e j
e j

e j x
- +æ ö +÷ç é ùé ù÷ = - + + +ç ÷ ê úë ûç ë û÷çè ø

. (4‐2‐11) 

Plugging Eq.(4‐2‐11) into (4‐2‐10) yields: 

( ) ( )

( ) ( ){ } ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

1 22
2 2

3

2 3

2 3

3

11
ˆ ˆE 1 1 E E

2 2

1 1 1
ˆ1 E

2

1 1
ˆ1 E

2

1 1
ˆ1 var

2

W

t WW
j W j t j t

t

W W W

j t

W W
j t

W W
j t

W j
w j w j

W

o

w j o

w j o

w j o

e j
e jee j

x

e j e e j
x

e j e j
x

e j e j
x

- +æ ö +-÷ç é ù é ù÷ = - + - +ç ÷ ê ú ê úç ë û ë û÷çè ø

+

é ù+ - + +ë û é ù= + +ê úë û
+ + é ù= + +ê úë û
+ + é ù= + +ë û

. (4‐2‐12) 

Notice  that 
( ) ( ) ( ) ( )1 1

1

0
E

W W

t t
j

t t

W j W j
dj

W W

e j e j- + - +æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷=ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è øò     and 

( ) ( ) ( )1
11 ,

0

W

H tw
t

t

W j
dj

W

e j
j

- +
+ æ ö÷ç ÷D º ç ÷ç ÷çè øò . By using these facts, Eq.(4‐2‐12) can be rewritten as: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

1
11

0

1

3

3

ln ln

lnE

1 1
ˆln 1 var

2

1 1
ˆvar

2

W

W

w t
t

t

t
j

t

W W
j t

W W
j t

W j
dj

W

W j

W

w j o

w j o

e j
j

e j

e j e j
x

e j e j
x

- +
+

- +

æ ö÷ç ÷D = ç ÷ç ÷çè ø

æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷çè ø
ì ü+ +ï ïï ïé ù= + +í ë ûï ïï ïî 
+ + é ù» +ë û

ò

. 

The previous expression can be rewritten as: 

( ) ( ) ( ) ( )1 3

,

1
ˆln var

2
W Ww

t j H tw j o
j e e j

x
+ + é ùD = +ë û . (4‐2‐12) 

Further, as shown in Woodford (2003),  ln w
t k+D   can be rewritten as: 

( ) ( ) ( )2t t
,

0 0

1
E ln E

2
W Ww W

t t k t H t

k kW

e e j
b b p

k

¥ ¥

+
= =

+
D =å å . (4‐2‐13) 

Iterating Eq.(4‐5‐3) yields: 

( )
( )( )

( ) ( )

( )

2

0

3

1 1

E 1 2

1 ln 1 ln

t kt
t t k t k

k p w
t k t k

n
c y

o
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Plugging Eqs. (4‐6‐2) and (4‐2‐13) yields: 
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Eq.(3‐1‐8)’ can be rewritten as: 
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Plugging Eqs.(4‐2‐15) into Eq.(4‐2‐14) yields: 
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which is applicable for the SOE withOUT default risk. 

4.3    Second‐order Approximation of the AS Equation 
Second‐order approximated AS equation is given by: 
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4.4    Second‐order Approximation of the Wage Equation 
Eq.(1‐1‐95) can be rewritten as: 
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Let define: 
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By plugging Eqs.(4‐4‐2) and (4‐4‐3) into Eq.(4‐6‐3) yields: 
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Multiplying Eq.(4‐4‐4) by  ,H tW   yields: 
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Plugging the previous expression Eq.(1‐1‐97) yields: 
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Dividing the previous expression by  1
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W
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which can be rewritten as: 
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Taking logarithm both sides of Eq.(4‐4‐6) yields: 
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which can be rewritten as: 
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Second‐order approximation of the LHS of Eq.(4‐4‐6) is given by: 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )1 2 3

, , ,

11 1
ln

1 1 1 2 1

W W WW W WW W
H t H t H t

W W W W

o
e q eq ep p x

q q q q
- - é ùé ù - -ê úê ú- - P =- + +ê úê ú- - - -ê úë û ë û

. 

Eq.(4‐4‐3) can be rewritten as: 
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Eq.(4‐4‐2) can be rewritten as: 
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, which can be rewritten as: 
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Finally, second‐order approximated wage equation is given by: 

( )

( )
( )( )

2 2
, ,

22
,

0

2

, , , ,

2 1

2 2
1 1

E
2 2

1

2

r
t k t K H t k H t k t k t k

w k r r
w t t k t k t k t k t k H t k t k t k

k

r r Ww
t k H t k t k H t k t k H t k H t k

n c x w n c

x w c n c x c w

n x n w x w

j j
j

n k b

e j
p

+ + + + + +

¥

+ + + + + + + +
=

+ + + + + + +

é ù+ê ú+ - - + -ê ú
ê ú
ê ú= - - + + +ê ú
ê ú
ê ú+ê ú- - - +ê úê úë û

å . (4‐4‐8) 

4.7 Second‐order Approximation of the Market Clearing Condition 
Eq.(1‐2‐76) can be rewritten as: 
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Second‐order approximation of Eq.(4‐7‐1) is given by: 
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which can be rewritten as: 
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Then, we have: 
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Iterating the previous expression yields: 
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4.8 Second‐order Approximation of the Definition of the Relative Price 
Definition of the relative price of PPI in the SOE is given by: 
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which can be rewritten as: 
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By raising both sides on the previous expression the η－1 th power yields: 
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By raising on the both sides of the previous expression  ( )1 1h- th power yields: 
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Second‐order approximation of Eq.(4‐14‐24) is given by: 
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XH S and XH SS are given by: 



 

43 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1
1

1 1
 

1
1

1

1
1 1

1

1
1 1

1

1

1

H SX S Sh hh

h

u u u h
h

u u u h
h
u h
h
u

-- - --

-
-

é ù é ù= - + - -ê ú ë ûë û-

é ù é ù= - + - -ë û ë û-
é ù- -ë û=
-

=-

, 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

1
2

1 1
 

1
1

1 11

1
2

1

1
1

1

2

2

1 1
1 1 1 1

1 1

1
1 1

1

1 11
1 1 1

1 1

1
1 1

1

1
1

H SSX S S S

S S

h h hh

h hh

h

h

u u u h u h
h h

a u u h h
h

h
u u u h u h

h h

u u uh h
h
h u h

h

-- - - --

-- - - --

-
-

-
-

æ ö÷ç é ù é ù é ù= - ÷ - + - - - -ç ÷ê ú ë û ë ûë ûç ÷ç- -è ø

é ù é ù+ - + - - -ê ú ë ûë û-
- - é ù é ù é ù= - + - - - -ë û ë û ë û- -

é ù+ - + -ë û-
-= -
-

( )

( )

2

2

1
1

1

1

uh h
h

hu uh
uh u

+ -
-

=- +
= -

. 

Plugging those expression into Eq.(4‐8‐2) yields: 
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Iterating the previous expression yields: 
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4.9  Second‐order  Approximation  of  the  International  Risk  Sharing 

Condition 
Eq.(1‐1‐21) can be rewritten as: 

*
2,t

t t

t

Z
Q C

Z
= .    (4‐9‐1) 
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Second‐order approximation of Eq.(4‐9‐1) is given by: 
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which can be rewritten as: 

( )32 *
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1
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2
t t t t t t tq c c c z c z o x= + + - + +  

By Plugging Eq.(3‐1‐4) into the previous expression, we have: 
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In the first order, Eq.(4‐9‐2) can be rewritten as: 

( ) ( )21 t.i.p.t ts c oa x- = + +  

Iterating the previous expression can be rewritten as: 
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4.12 Second‐order Approximation of the Production Function 
Eq.(1‐1‐80) can be rewritten as: 

p
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Second‐order Approximation of the previous expression is given by: 
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which can be rewritten as: 



 

45 
 

( )
( )

1 2

2

22

1
ln

2

t.i.p.

1
ln t.i.p.

2

pt
t t t t t

p
t t t t t

N N
Y Y y y Y Yy a

N

o

y y y a o

x

x

- é ùæ ö- ÷çê ú= + + D -÷ç ÷çê úè øë û
+ +

æ ö÷ç= + + D - + +÷ç ÷çè ø

. 

Further: 
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2
p

t t t t t tn y y y a o x= + + D - + +  

Iterating the previous expression yields: 
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4.13 Eliminating the Linear‐terms   
4.13.1 Undetermined Coefficients 

In the first‐order, Eqs.(4‐2‐17), (4‐5‐16), (4‐3‐1), (4‐7‐2), (4‐8‐3), (4‐9‐3), (4‐4‐8) and (4‐

12‐1) are given by: 
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¥
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= - +å . (4‐13‐10)  ←(4‐12‐1) 

How Eq.(4‐13‐1) corresponds to Eqs.(4‐13‐2)‐‐(4‐13‐6), (4‐13‐9) and (4‐13‐10). Let solve 

this problem by method of undetermined coefficients. 

The system of coefficients of Eqs.(4‐13‐2)‐‐(4‐13‐6), (4‐13‐9) and (4‐13‐10) is given by: 

, 
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,
r
H tw  where the LHS is the vector of coefficients of yH,t,  ,ˆH tt , st, xH,t, ct, 

and  ,H tn   in Eq.(4‐14‐1) and the  1Q ,  2Q , 3Q , 4Q , 5Q ,  8Q   and  9Q   are undetermined 

coefficients  on  Eqs.  (4‐14‐2)—(4‐14‐10),  repectively.  The  previous  expression  can  be 

rewritten as: 
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  (4‐13‐11) 

The 6th equality in Eq.(4‐13‐11) can be rewritten as: 

9 8jQ = Q . (4‐13‐12) 

The 5th equality in Eq.(4‐14‐11) can be rewritten as: 

8 2Q =Q . (4‐13‐13) 

The 4th equality in Eq.(4‐13‐11) can be rewritten as: 
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1

t
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The 3th equality in Eq.(4‐13‐11) can be rewritten as: 
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The 2rd equality in Eq.(4‐13‐11) can be rewritten as: 
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3 4 5
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. (4‐13‐18) 

The 1st equality in Eq.(4‐13‐11) can be rewritten as: 
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1 1t t
t t
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Plugging Eqs.(4‐13‐12), (4‐13‐13) into Eq.(4‐13‐16)’ yields: 

( )

( )

5 2 3

2 3

1
1

1
1

1
1

t t u
t

u
t

+ -Q =- Q - - Q
-

=- Q - - Q
-

. (4‐13‐16) 

Plugging Eqs.(4‐13‐12), (4‐13‐13) into Eq.(4‐13‐17)’ yields: 
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Plugging Eqs.(4‐13‐12), (4‐13‐13) into Eq.(4‐13‐20)’ yields: 
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which can be rewritten as: 
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Plugging Eq.(4‐13‐18)’ into Eq.(4‐13‐16) yields: 
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Plugging Eq.(4‐13‐18)’ into Eq.(4‐13‐17) yields: 
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Plugging Eqs. (4‐13‐21) and (4‐13‐22) into Eq.(4‐13‐18) yields: 



 

48 
 

( )( )

( )( )
( )

( )( ) ( )( )
( )

( )( ) ( ) ( )

( )( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

3
1

2

1
2

2

1
2

2

1
2

2

1 1

2 1

1 11

1

1 1 1 11

1

1 1 1 12

1

1 1

1

1 1 1

1

1 1 1

h u t
tu

h u t tu h
t t

u t u tu
uh t

t

t

t t

u t u tu
u t uht

h u t t
ht t

u t u
uht t

uh u t

ì ü- - Fï ïï ïï ïï ï- ï ïï ïQ =- + í - - G +ï ï- ï ï- Qï ïï ï-ï ïï ïî 
ì üï ï- - F - - G +- ï ï+ - Qí ï ï-ï ïî 

- - F - - F-=- + +
-
- - G +

- Q
-

- - G + -
- Q

-

- - F+ -
= ( ) ( )( ) ( )

( )( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

2

1

22

1

2

2

1 1
2

2

1

1 1 2

1 1

1

1 1 1

1

1 1 1 2

1 1 1 1 1

1

1 1 1 1 2

1 1 1 1

u u t u uht
uht

h u t t
ht t

u t u
uht t

u t uh u uh u t
uht

uh u t ut u t u
ht t

u t u h uh u t
u

t

t
u

ht
u t u h

- - F- -

ì ü- - G +ï ïï ïï ïï ï-ï ïï ï- Qí ï ï- - G + -ï ïï ï+ï ï-ï ïï ïî 
é ù- - F + - - -ë û=

- - G + + - - G + -
- Q

-

é ù- - F - + - -ë û=

é- - G - +
-

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

2

2

2 1 2
2

1

1

1 1 2 1 1

1

u ut
ht t

u t h u t u t
uht h

t
u

u t
u t t

ù + - +ë û Q
-

F - - G - - - - G G +
= - Q

-  
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With  ( )1 1j t tG º - - ,  ( )2 1 1u hG º + -   (and  3 tG º ) 

Plugging Eqs.(4‐13‐18)’ into the previous expression yields: 
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which can be rewritten as: 
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Θ2 is given by Eq.(4‐3‐12),  Θ3 is given by Eq.(4‐13‐18)’,  Θ4 is given by Eq.(4‐13‐17), 

Θ5 is given by Eq.(4‐13‐16),  Θ8 is given by Eq.(4‐13‐13) and  Θ9 is given by Eq.(4‐13‐

12). 

   

Then, the solution of Eq.(4‐13‐1) is given by: 
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with: 

1 1
0 2 8

W
H W Hk n k n- -¡ º+Q +Q . 

Above results imply that  Θ5 must be disappear. 

Now we focus on lines 2 and 2 in Eq.(4‐13‐29). Plugging Eq.(4‐13‐13) into lines 2 and 2 

in Eq.(4‐13‐29) yields: 
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where we use Eq.(4‐13‐33). Plugging the previous expression into Eq.(4‐13‐29) yields: 
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where we use  9 8jQ = Q . Eq.(4‐13‐12). The 2nd line in the previous expression can be 

rewritten as: 
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Lastly, we have: 

, (4‐13‐34)’ 
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which can be rewritten as: 

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

( )

( )

0
0

2
232
,

2

2

21

3

4 23
0

2

2

3 , 2 2 ,

21

2

1

1

2

1

E

2 1 2

1

2

1 1
E

2

2 1

2

1

t
t t

t

C
H t

t

t

t

t H t t t t

t

H

y s

x

c

s

y

c x c n n x

u
b

h s
t

t

u h

t t
t

h u
u

u

u

h

u

uub

h

¥

=

ì üï ïï ïF -í ï ïï ïî 
é ùQQê ú- +ê ú-ê úë û
é ùQê ú+ê ú-ê úë û
é ùQê

-
-

-

G

-

-

ú+ +ê úê úë û
é ùé ùQ - -Q ë ûê ú= + +ê úê úë û
é ù- -Q +Q +Q -Që

- - Q
-

û

å

( )
( )

( )( )

2

2 2 ,

* 22
3 1, 2

22 2 2
, ,

1

2

2

1

2 2

t t t

H t t

r
t t t t t

p ww
H t H t

t t

p

p

c a

x a

s

y a

z n nw

j
j j

uh a

e j
k

p
k e j

p

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç +Q ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷Q + -Qç ÷ççç Q +ç+Q + - Qççççç é ùç Q Q +ç ë ûç+ +çççè ø

+

ç

-

çççç

( )

0

0

2

t.i.p.

t

t

o x

¥

=

÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷÷+T +¡ + ÷÷
+

å

  (4‐13‐35) 



 

54 
 

Eq.(3‐1‐8)’ can be rewritten as: 

( )
( )
( ) ( )

*
1,

21

1 1 1
t t t t

C

c y s z
hu u u

u s u u
-

= - -
- - -

. (4‐13‐30)’ 

Eq.(3‐1‐11) can be rewritten as: 

*
2,

1 1 1

1 1 1
t t t ts c z z

u u u
= - +
- - -

. (4‐13‐30)’’ 

Eq.(3‐1‐26) can be rewritten as: 

( )1t t ty n aa= - + . (4‐13‐30)’’ 

Plugging Eq.(4‐13‐30)’’ into Eq. (4‐13‐30)’ yields: 

( )
( )
( ) ( )

( )
( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

* *
2, 1,

* *
1, 2,2 2 2

21 1 1 1

1 1 1 1 1 1

2 2 21

1 11 1 1

t t t t t t

C

t t t t t

C

c y c z z z

y c z z z

hu u u
u s u u u u u

hu u hu u hu uu
u s uu u u

æ ö- ÷ç= - - + -÷ç ÷çè ø- - - - - -
- - -

= - + - -
- -- - -

, which can be 

rewritten as: 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( )

2

* *
1, 2,2 2 2

1 2 2 21

1 11 1 1
t t t t t

C

c y z z z
u hu u hu u hu uu

u s uu u u
- + - - -

= + - -
- -- - -

 

(4‐13‐30)’’’ 

. Finally: 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2

* *
1, 2,2 2 2

*
1,2 22

*
2,2

1 2 21

1 11 2 1 1

1 2 1

1 2 1 21 2

2

1 2

t t t t t

t t t

C

t

c y z z z

y z z

z

u hu u hu uu
u uu hu u u u

u hu u u u
u hu u u hu uu hu u s

hu u
u hu u

é ù- - -ê ú= + - -ê ú- -- + - - -ê úë û
- - -

= + -é ù - + - - + -- + -ê úë û
-

-
- + -

 

Plugging eq. (4‐13‐30)’’ into the previous expression yields: 
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Plugging Eq.(4‐13‐32) into Eq.(4‐8‐3) yields: 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

* *
, 1, 2,

2
* *
1, 2,

2 21 1

1 1

2 2

1 1

H t t t t t t

t t t t t

x n z z z a

n z z z a

u u

u u u u u

u u

u u u u u

hu u g hu u guu
g u g g u g g

u hu u g u hu u gu u u
g u g g u g g

é ù- - - -ê ú=- + - - +ê ú- -ê úë û
é ù é ù- - - -ë û ë û=- - + + -
- -

. (4‐13‐31) 
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where we use Eqs.(4‐11‐6) and (4‐11‐7) to derive Eq.(4‐13‐36). 

Now we calculate coefficients of      in Eq.(4‐13‐35). These are given by: 



 

58 
 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

2 2
2 22 3

2 3

2
3 2 2

11

2 1 2 2 1

1

2 1

1 1

1

t t

t

x x

x

h t h
t t

t
t

u u

uh

é ù -Q + - Qê ú- Q + Q =ê ú- -ê úë

-

û
é

-

- ù- Q -Që û=
-

, 

( )
( ) ( )

( )( )
222 1 2 111 1

1 2 1 12
B

t t

B

y y
t b s

t b t s
Gé ù - Q +Q -Qê ú =ê ú- - -ê úë û

G
 

( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

22

2

32 2

2

3

3

23

2

1

2 2

11

2 1

2

1

1

2 1

11

11

1 21

2 1

1

t t

t

t

c c

c

c

uu

u

u

t
t

t t

t
t

t

t t
t

t
t

t

é ù- - Q- - Q ë û
-

-

é ù + --

-

Q -

- QQê ú+ =ê ú -ê úë û
+ - Q

=
-

Q

-
-

Q-
=

-

 

( ) ( ){ }3
2

44 2 2
2

3
1 11 1

2 2 2
t ts s
u h uu h u hhué ù é ùé ù Q +Q - -Q - -Q ë ûë ûê ú+ =ê úê úë û

  ,  and  we  define  as 

follows: 

2
,H tx : 

( ) ( )
( )

2
3 2

11

1 1

2 1

t h u
t

- - Q -Q
G º

-
, (4‐13‐54) 

2
ty : 

( )
2 1

12
2 1 t
Q GG º
-

, (4‐13‐55) 

2
tc : 

( ) ( ) ( )
( )

23
13

1 1

2

1 2

1

t u t
t
- - Q- Q -

G º
-

, (4‐13‐56) 

2
ts : 

( )2
3 4

14

1 1

2

h h ué ùQ +Q - -ë ûG º , (4‐13‐57)   

,t H tc x :  ( )15 2 3 1h uG º-Q +Q - , (4‐13‐58). 

By Plugging Eqs.(4‐13‐36) to (4‐13‐39) and (4‐13‐54) to (4‐14‐58) into lines 3 to 7 in Eq. 

(4‐14‐35), we have: 
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(4‐13‐35a) 

By Plugging Eqs.  (4‐13‐40)  to  (4‐13‐53e)  into  lines 8  to 12  in Eq.  (4‐14‐35), we have: 
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Combinig Eqs.(4‐13‐35a) and (4‐13‐35b) yields: 
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Plugging Eq. (4‐13‐35c) into Eq.(4‐13‐35) yields: 
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Plugging into Eq.(4‐13‐82) into Eq.(4‐2‐17) yields: 
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Then the previous expression can be rewritten as: 
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which is Eq.(15) in the text. 

 

5 The NKPC and the Wage PC with Efficient Level 
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Now, we turn to Eq.(6‐1)  w
t t t tn cm w j= - - . Plugging Eq.(3‐1‐26) into Eq.(6‐1) yields: 

ˆˆˆ

w
t t t t t

e e e
t t t t t t t

y c a

y c y c a

m w j j
w j w j j
= - - +
= - - + - - +

. 

Plugging Eqs.(6‐6), (6‐7) and (6‐8) into the previous expression yields: 



 

74 
 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

* *
1, 2,

* *
1, 2,

2 1 21 1
ˆˆˆ

2 1 21 1

1 1
ˆˆˆ

ˆˆˆ

w e
t t t t t t t t t

e
t t

e
t t t t t t

e
t t t t

t t t

y c n a z z z

n a

n a z z z a

y c n

y c

u

u u u u u

u u u u u

u u

u

hu u u u hu ujg u um w j
g g g g g

j

hu u u u hu uu u j
g g g g g

jg u g j u
w j

g
w j

é ù- - -+ - -ê ú= - - + + + - -ê úë û
- +

é ù- - -- -ê ú- + + - - +ê úë û
+ - - - -

= - - +

= - -

 

Then, we have: 

ˆˆˆw
t t t ty cm w j= - - . (6‐14) [(27) in the text] 

Eqs. (6‐8) and (6‐9) into Eq.(6‐2) yields: 
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Then, we have: 
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15) 

Adding the LHS of Eq.(3‐1‐12)  ( ) ( ) ( ) ( )* *
1, 2,1 2 1 1 1t t t t ty s z z zh u u u u ué ù= - - + + - + - -ë û  

while subtracting the RHS of Eq.(3‐1‐12) into Eq.(6‐15) yields: 
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16) [(22) in the text] 

where we use Eq.(6‐6)  e e
t t ty n a= +   to eliminate  e

ty   in the 5th line. 
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Chapter 2    The FTPL Model 

 

1    The Model 

 

1.2 FTPL Model 
 

1.2.8    FTPL and the GBC with Euler Equation 

The GBC is given by: 

1 1
n n
t t t t tB R B PSP- -= - , (1‐1‐45) [(37) in the text] 

with 

( ),
,

H t
t t t t H t

t

P
SP Y G

P
t zº - - . (1‐1‐46) [(38) in the text (Please ignore  ,H tz )] 

Multiplying Rt both sides of Eq.(1‐1‐45) yields: 

1 1
n n

t t t t t t t tR B R R B R PSP- -= -  

Iterating j times implies: 

1
0 0

jj j
n n

t j t j t h t t k t h t h
h k hh

R B R B R P SP+ + + - + + +
= ==

æ ö÷ç= - ÷ç ÷ç ÷çè øå    (1‐1‐54) 

Dividing both sides of Eq.(1‐1‐54) by Pt+j+1 yields: 

1 ,
0 01 1 1

1 1
n jj j
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t j t h t t k t h H t h
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B
R R B R P SP

P P P

+
+ + - + + +

= ==+ + + + + +

æ ö÷ç= - ÷ç ÷ç ÷çè øå    (1‐1‐55) 

The first term on the RHS in Eq.(1‐1‐55) can be rewritten as: 
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n
t j t j t t

t j t j t

t j t j t t

nj
t j t

t h
h t j t

P P P BP
R B R R R

P P P P P P

P P P B
R R R

P P P P

P B
R

P P

+ + - + - -
+ - + + - + -

=+ + + + + + - +

+ + - -
+ + -

+ + + +

+ -
+

= + +

=

=

æ ö÷ç ÷ç= ÷ç ÷÷çè ø





 

   (1‐56) 

The second term on the RHS in Eq.(1‐55) can be rewritten as: 
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å 
. (1‐1‐57) 

Plugging Eqs.(1‐1‐56) and (1‐1‐57) into Eq.(1‐1‐55) yields: 

, 1 11
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n n jj j
H t j t
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Eq.(1‐1‐7) can be rewritten as: 
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Plugging Eq.(1‐1‐59) into Eq.(1‐1‐56) yields: 
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   (1‐1‐60) 

Plugging Eq.(1‐1‐59) into Eq.(1‐1‐57) yields: 
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(1‐1‐61) 

Plugging Eqs.(1‐1‐60) and (1‐1‐61) into Eq.(1‐1‐55) yields: 
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Multiplying  jb   on both sides of Eq.(1‐1‐62) yields: 
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Take the limit for  j¥   yields: 
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Here, the TVC is given by: 
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Eq.(1‐1‐64) can be rewritten as: 
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Multiplying  b   on both sides of the previous expression yields: 
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which can be rewritten as: 
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Leading Eq.(1‐1‐65) one period yields: 
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Multiplying  b   on both sides of the previous expression yields: 
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Plugging Eq.(1‐1‐66) into the second line in Eq.(1‐1‐65) yields: 
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the text] 

1.1.9    Market Clearing Condition 

The market clearing conditions in the SOE is given by: 

( ) ( ) ( ) ( )t t t tY i C i G i EX i= + + . (1‐1‐68) 
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e
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Eq.(1‐1‐43) can be rewritten as: 
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Plugging Eqs. (1‐1‐31), (1‐1‐32), (1‐1‐39),(1‐1‐70), (1‐1‐72) and (1‐1‐73) into Eq.(1‐1‐68) 

yields: 
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because  1 u a- =   and  * 0u = . 

1.1.10    Firms 

Production function is given by: 

( ) ( )t t tY i AN i= , 

with 

( ) ( )
11 11

0
,

w

w

w

dj

t tN i N i j

e
e

e
--é ù

º ê ú
ê úë ûò  

Plugging the production function into Eq.(1‐1‐70) yields: 

( ) ( ),

,

H t t
t

H t t

P i Y
N i

P A

e-æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷÷çè ø
. (1‐1‐78). 

Integrating the previous expression yields: 
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which can be rewritten as: 

,t p t
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Y
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A

D
= , (1‐1‐80) 

with  ( )
1

0
t tN N i di= ò   and: 

( )1

,
0

,

t
p t

H t

P h
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P

e-æ ö÷ç ÷D = ç ÷ç ÷÷çè øò . (1‐1‐81) 

The FONC for firms is given by: 
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( ) ( )

1

,

0

,
1

0

E
1

E

kp
t t k t k t k H t k t k

kp

H t
k

t t k t k t k

k

P C Y P MC

P

P C Y

e
bq

e

bq

¥
-

+ + + + +
=
¥

-
+ + +

=

é ù
ê úë û-

=
é ù
ê úë û

å

å





, (1‐1‐82) 

with  ,

,

p

H t
t k t k

H t k

P
Y Y

P

e-

+ +
+

æ ö÷ç ÷ºç ÷ç ÷÷çè ø


   and: 

( ) ,1
t

t

t H t t

W
MC

P At
º
-

. (1‐1‐83) 

1.1.11 Optimal Wage setting 

Consider a household resetting its wage in period t to maximize: 

,

0

E t
H t H t k

k

Ub
¥

+
=

æ ö÷çº ÷ç ÷ç ÷çè øå U . (1‐1‐84) 

with: 

( )
1 1

, |
0

1
ln

1
H t k t k t k t tU C j dj Z

j

j
+

+ + +

é ù
ê úº -ê ú+ë û

ò N . (1‐1‐85) 

The  maximization  of  Eq.(1‐1‐84)  is  the  subject  to  the  sequence  of  labor  demand 

schedules and a sequences of budget constraints of the form: 
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( ) ( )
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t
t k t t k

t k

W j
j N
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æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷÷çè ø


N , (1‐1‐86) 

( ) ( )
1

* * *
1 1 1 , 1 | , , ,

0

n n n n n
t t t F t t t t k t H t t t H t F t tR B R B E W j j dj PR PC B B E- - - - ++ + + ³ + +ò  N . (1‐1‐87) 

We  now  make  explicit  that  the  households  can  pool  labor  income  risk  through 

government debt. Each household j reoptimizing the wage at a given time t will choose 

the same optimal wage. Because of this, we can abstract from index j on Eqs. (1‐1‐85), 

(1‐1‐86) and (1‐1‐87). Then these are given by: 

1
, | ,

1
ln

1
H t k t k t k t H tU C Dj

y
+
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æ ö÷çº - ÷ç ÷÷çç +è ø
N , (1‐1‐88) 
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N , (1‐1‐89) 

( )| , 1 1En n n
t t t k t t t t t t t tD W PR PC Q D+ + ++ + ³ +N . (1‐1‐90) 

Because of Eqs.(1‐1‐88) and (1‐1‐90), the Lagrangean is given by: 
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which can be rewritten as: 
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The FONC is given by: 
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The compact form of the previous expression is given by: 
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N N . (1‐1‐91) 
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Notice that  |
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N
. 

Partial derivative of Eq.(1‐1‐89) is given by: 
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, (1‐1‐92) 

where Eq.(1‐1‐89) is used to eliminate 
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t
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  in the second line. 

Plugging Eq.(1‐1‐92) into Eq.(1‐1‐91) yields: 
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Multiplying  －1 on both sides of the previous expression yields: 
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Plugging  |

1
t k t

t k t kP C
l +

+ +

=   into the previous expression yields: 
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Multiplying both sides on the previous expression by 
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The LHS of Eq.(1‐1‐93) can be rewritten as: 
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Note that: 
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Further, the last equality can be rewritten as: 
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which can be a compact form as follows: 
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Eq.(1‐1‐94) can be rewritten as: 
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(1‐1‐95) 

Given the assumed wage structure, the evolution of the aggregate wage index is given 

by: 

( )
1

1 1 1
1 1W W W

t W t W tW W We e eq q- - -
-

é ù= + -ë û . (1‐1‐97) 

 

 

4   Nonstochastic Steady State 

 

We  focus  on  equilibria  where  the  state  variables  follow  paths  that  are  close  to  a 

deterministic  stationary  equilibrium,  in  which  , 1H t tP =P =   ,  1S=     and 

( ) 11 *R Rb
--= = . Because this steady state  is nonstochastic, the productivity has unit 

values; i.e.,  1A= .   

2.2 Steady State Relative Price and Market Clearing 
In the steady state, we assume  H FP P=   and then  1S=   is applied. Because of  1S= . 

Plugging Eq.(4‐6‐3) into Eq.(4‐14‐17) yields: 
*P P= , 

which  implies  that  the  PPP  is  applicable  in  the  steady  state.  Plugging  the  previous 

expression into the definition of the CPI disparity yields: 

1Q= .    (2‐7) 

Plugging Eq.(2‐7) into the international risk sharing condition  *C QC J= , we have: 
*C C=   (2‐8), 

where we impose  1J= . 

2.3 Steady State Fiscal Surplus and Government Debt 
The definition of the fiscal surplus implies: 

SP Y Gt= - . (2‐11). 

Eq.(1‐1‐45) implies as: 

1
1 1t t t t tB R B SP-
- -= P - . 

Then, in the steady state: 
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( )1
1

SP R B
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= -
æ ö- ÷ç= ÷ç ÷÷ççè ø

(2‐24). 

2.4  Steady  State Wedge between Marginal Utility of Consumption  and 

Labor 
The FONC for households to choose optimal wage Eq.(1‐1‐93) implies that: 
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which can be rewritten as: 
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Then, we have: 

1
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W
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P
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e
=

-
. (2‐27) 

Eq. (1‐1‐83)implies as follows: 

1

1

W
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=
-

. (2‐27)’ 

Combining Eqs.(2‐27) and (2‐27)’ yields: 

( )1
1

W

W
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et
e
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. (2‐27)’’ 

The FONC for the firms Eq.(1‐1‐82) implies that: 

1
1

p

p

MC
e
e

=
-

, 

which can be rewritten as: 

1p

p

MC
e
e
-

= .    (2‐28) 

The definition of the marginal cost 
,

t
t

H t t

W
MC

P A
º   implies that: 

W
MC

P
= . (2‐31) 

Because of Eqs(2‐30), (2‐32) and (2‐32)’, Eq.(2‐27)’’ can be rewritten as: 
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. (2‐33) 

Note that  1
CU C-=   and  NU Nj- = . Plugging these conditions into Eq.(2‐33) yields: 
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Plugging  1N

C

U

U
- º -F   into the previous expression, we have: 

1
1

p W

t--F=
M M

  or 
1

1
p W

t-F= -
M M

, (2‐35) 

which shows the steady state wedge between marginal utility of consumption and  its 

labor. 

 

 

 

5   Log‐linearization of the Model 

 

3.1 FTPL Model 

3.1.1 Relationship between Real Exchange Rate and Terms of Trade 

Note that: 
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. (3‐1‐4)   

3.1.2    Market Clearing Condition 

By Using  , ,H t H t tX P Pº , Eq.(1‐1‐76) can be rewritten as: 

( ) *
, 1,1t H t t t t tY X C S Z Gh hu u-= - + + , 

Where we use Eq.(1‐1‐20). 
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Total derivative of the previous expression is given by: 

( )( ) ( ) *
, 1,1 1t H t t t t tdY CdX dC CdS dZ dGu h u uh u= - - + - + + + . 

Dividing both sides by Y yields: 
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Plugging the last line in Eq.(3‐1‐7) into Eq(3‐1‐6) yields: 
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text] 

3.1.3    International Risk Sharing Condition 

Total derivative of Eq.(1‐1‐21) is given by:   
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Dividing both sides by C yields: 
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which can be rewritten as: 

*
2,t t t tc q z z= + -     (3‐1‐10) 

Plugging the last line of Eq.(3‐1‐4) into Eq.(3‐1‐10) yields: 
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Plugging Eq.(3‐1‐11) into Eq.(3‐1‐8)’ yields: 
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( )( ) ( ) ( )

* *
2, 1,

2 * *
1, 2,

2 2 * *
1, 2,

2 * *
1, 2,

2 *
1, 2

2 1 1

2 1 1 1

2 1 2 1 1

2 1 1 1 1 1

1 2 1 1 1

t t t t t t

t t t t

t t t t

t t t t

t t t

y s s z z z

s z z z

s z z z

s z z z

s z z z

hu u u u u

hu u u u u u

hu hu u u u u u

u h u h u u u

h u u u u u

é ù= - + - - + - +ë û
é ù= - + - + - + - -ê úë û
= - + - + + - + - -

é ù= - - - + + - + - -ë û
é ù= - - + + - + - -ê úë û
( ) ( ) ( ) ( )

*
,

* *
1, 2,1 2 1 1 1

t

t t t ts z z zh u u u u ué ù= - - + + - + - -ë û

. (3‐1‐12) 

3.1.4    Iterated Government Budget Constraint with Euler Equation 

Iterated  Government  Budget  Constraint  with  Euler  Equation  Eq.(1‐1‐67)    can  be 

rewritten as: 

( )1 1 1 1
1 1 1 1Et t t t t t t t t tSP B C C Z Z Bb- - - -
- + + += P - P . (1‐1‐67) 

Total derivative of the previous expression is given by: 

( ) ( ) ( )
, 1

2 1
1 1 1

1
1 1

1

1 1 1

H t t t

t t t t t t

t t
t t t t t

t

dSP dB Bd

CB C dC C BdC dB B d B dZ BdZ

dC dC
dB Bd B B dB Bd BdZ

C C

BdZ

b

b b b b b

b

-

- -
+ + +

+
- +

+

= - P
é ù- - + + + - P + - +ë û

= - P + - - + P +

-

 

Dividing both sides on the previous expression by SPt yields: 

( )

1
1 1

1

11

1 1

1

1

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

t t
t t t t tt

t

tt t
t

t
t t t

dC dC
dB Bd B B dB Bd BdZdSP

C C
SP B

BdZ

dCdB dC
d

B C C

dB
d dZ dZ

B

b b b b b
b b

b b
b b b b
b b b b
b b b b

+
- +

+

+-

+ +

é ù
ê ú- P + - - + P +
ê ú=
ê ú- -ê úë û

= - P + -
- - - -

- + P + -
- - - -

, 

where we use Eq.(2‐24). 

 

The previous expression can be rewritten as: 
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( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

1 1 1

1

1 1 1

1 1
E E

1 1 1 1 1 1 1

E
1

11 1
E E

1 1 1 1 1 1 1

t t t t t t t t t t

t t

z
t t t t t t t t t

sp b c c b z

z

b c c b z

b b b b bp p
b b b b b b b
b
b

b rb b b bp p
b b b b b b b

- + +

+

- + +

= - + - - + +
- - - - - - -

-
-

-
= - + - - + +
- - - - - - -

. 

Rearranging the previous expression yields: 

( ) ( ) ( )1 1 1

1 1 1
E E 1t t t t t t t t t z tc c b b sp z

bp p r
b b b+ + -

-= + - - + - + -  ,  (3‐1‐16)  [(44)  in  the 

text] 

with  1 1 rd b-º - =     being  time  discount  rate  where  we  use  the  fact  that 

( )1Et t z tz zr+ = . 

3.1.5    Price Index and the Definition of the TOT 

The definition of the TOT is given by  , ,t F t H tS P Pº , which can be log‐linearized as: 

,

*
, ,

,

,F t H t

t F t H

t H t

t

t p

e

e p

p

ps

p

=

= -

-

= + - . (3‐1‐17)’ 

Log‐linearizing Eq.(1‐1‐78) yields: 

( )
( )

, ,

,

,

, ,

1 H t F t

H t

t

t

t

H t

F t H

p p

p p

p

p s

p

u

u
u

u= - +

= + -
= +

. (3‐1‐17) 

Combining the previous expression and its lagged expression yields: 

( ) , ,1t H t F tp u p up= - + , 

Where: 

, , , 1H t H t H tp pp -º - . (3‐1‐17)’’ 

because of inflation targeting in the ROW,  *
, 0F tp =   for all t. 

Combining the previous expression and its lagged expression yields: 

1 , ,t t F t H ts s p p-- = -     (3‐1‐18) 

Plugging Eq(3‐1‐18) into eq.(3‐1‐17) yields: 
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( ) ( ), , 1

, 1

1t H t H t t t

H t t t

s s

s s

p u p u p
p u u

-

-

= - + + -
= + -

.   

The definition of the CPI 
1

t
t

t

P

P-
P º   can be log‐linearized as: 

1t t tp pp -º - . (3‐1‐19) 

3.1.6    Flow Government Budget Constraint and the Definition of the Fiscal Surplus 

Eq.(1‐1‐45) can be rewritten as: 

1
1 1t t t t tSP R B B-
- -= P - , (1‐1‐45) 

Total derivative of the previous expression is given by: 

1 1t t t t tdSP dB BdR RdB RBd- -=- + + - P  

Dividing both sides on the previous expression by 
1

SP B
b
b

æ ö- ÷ç= ÷ç ÷÷ççè ø
  yields: 

1 1

1 1

1 1 1

1 1 1 1

11 1 1
ln

1 1 1 1 1

t t t t
t

t t t
t

dSP dB dR dB
d

SP B R B

dB r dB
d

B r B

b
b b b b
b
b b b b

- -

- -

=- + + - P
- - - -

æ ö+ ÷ç=- + + - P÷ç ÷çè ø- - + - -

, 

which can be rewritten as: 

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1 1
t t t t tsp b r b

b p d
b b b b b- -=- + + - -
- - - - -

. 

Further: 

1 1

1 1 1 1 1
t t t t tb r b sp

bp d
b b b b b- -

-= - + - - . (3‐1‐21) [(46) in the text] 

Total derivative of Eq(1‐1‐46) is given by: 

t t t t t tdSP SPdX Yd dY dG dt t z= + + - -  

Dividing both sides on the previous expression by  HSP   yields: 

( )

1 1 1

1

1

1

1 1 1 1

1 1 1

1

t
t t t t t

t t t
t t

t t
t t

t

dSP
SPdX Yd dY dG d

SP B

dY dG dY Y Y G Y
dX d

B B Y B Y G B Y

dY dGB B B G
dX d

Y Y Y Y Y G

dB

Y Y

b t t z
b

zb b b bt t
b b b b
b bt bt
b b b
zb

b

- - -

-

= + + - -
-

= + + - -
- - - -
æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç= + + -÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø- - -

æ ö÷ç- ÷ç ÷çè ø-

. 
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Note that  1t
t

dtt t
t
æ ö÷ç= + ÷ç ÷çè ø

  which can be rewritten as  t tdt t t= - . Thus, the previous 

expression can be rewritten as: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
ˆ

1 1 1 1 1
G

t H t t t t t

B B B B B

sp x y g
bsb bt b bt z t

b s b s b s b s b s
= + + - - -

- - - - -
,   

with  ˆ t
t

d

Y

zz º  ,  where  we  use  Eq.(2‐23).  Plugging  Eq(1‐1‐50)  into  the  previous 

expression yields: 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

ˆ
1 1 1 1

1

G
t t t t t t

B B B B

B

sp s y g
bsb bt bu t z

b s b s b s b s
b t
b s

=- + + - -
- - - -

-
-

 .  (3‐1‐22)  [(45)  in 

the text] 

3.1.7 NKPC 

The NKPC is given by: 

( ), , 1EH t t H t tmcp b p k+= + , (3‐1‐23) 

with 
( )( )1 1p p

p

p

q bq
k

q
- -

º . 

Total derivative of Eq.(1‐1‐83) yields: 

( )( ) ( ) ( )2

,

,

1 1
1 1 1 1

1 1

1 1 1

1 1 1 1

t
t t t

H t

t t
t

H t

WW W
dMC d d dA

P P P

d WW W
d dA

P P P

t t
t t

tt
t t t t t

- æ öæ ö æ ö÷ç÷ ÷ç ç÷= - - - + + -ç÷ ÷÷ç çç÷ ÷ç ç÷è ø è ø÷ç- -è ø
æ öæ ö æ ö÷ç÷ ÷ç ç÷= + -ç÷ ÷÷ç çç÷ ÷ç ç÷è ø è ø÷ç- - - -è ø

. 

Dividing both sides of the previous expression by 
1

1

W
MC

Pt
=
-

  yields: 

( )
( )

, ,

,

1

1

H t H tt
t H t

d W PdMC
d dA

MC W P
t

t
= + -
-

. 

As mentioned,  t tdt t t= - . Thus, we have: 

1 1

1 1
r

t t t tmc w at t
t t

= + - -
- -

, (3‐1‐24) 
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with 
( )
( )

, ,

,

H t H tr
H t

d W P
w

W P
º   being the (log) real wage. 

Eq.(1‐1‐80) can be rewritten as: 

,t p t

t

t

Y
N

A

D
= . 

Total differential of the previous expression yields: 

( ) ,

,

1t t t p t

t t p t

dN dY dA Yd

dY dA d

= + - + D
= - + D

, 

where  ,ln p tD   is  ( )2o x   and is omitted. 

t t tn y a= - . (3‐1‐26) 

where  ,ln p tD   is  ( )2o x   and is omitted. 

3.1.8 Wage Inflation Dynamics 

Total derivative of Eq.(1‐1‐95) is given by: 

( )
( )

( ) ( )

( )

2 1 1

2 1 1
1 1| 1|

2 2 1 1
1 1| 1|

21 1

1

1

1

1

t t t

W t t t t tW
t

W t t t t t

W W
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C NP
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bq bq

- - -

- - -
+ + +

- - -
+ + +

- -

ì üï ï- + +ï ïï ïï ïé ùï ï+ - + +ï ïë ûï ï= í ï ïé ù+ - + +ï ïï ïë ûï ïï ï+ï ïï ïî 
é ù´ + + +êë
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2 1 1 1 1 2
1 1| 1

2 2 1 1 1 1 2
2 2| 2

1 1
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-
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+ + +
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é ù+ - + + +ê úë û

ì üï ï- + + -ï ïï ïï ïé ùï ï+ - + + -ï ïë ûḯí ï é ù+ - + + -ïï ë ûïï+ïïî
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N

N

( )21 1W
W WC NMRS bq bq-

ï
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é ù´ + + +ê úë ûM

. 

Then: 
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( )

1

1| 1|1 11

2 2| 2|2

1 2 1 1

1

1

t t t

t t t tW t
t W

W

t t t tt
W

W

dC d d

C MRS

d ddC
dW MRSC N CN P

C MRS

d ddC

C MRS

dC

MRSCN P C NP

bq
bq

bq

-
+ +- -+

+ ++

- - -

é ù
ê ú- + +ê ú
ê ú
ê ú æ öæ öê ú ÷÷ çç ÷= + - + + ÷ ççê ú ÷÷ ç÷çç ÷ç -è ø è øê ú
ê úæ öê ú÷ç- + + +ê ÷ úç ÷÷ççê úè øê úë û
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ê úæ ööê ú ÷÷ çç ÷÷ ççê ú ÷÷ ç÷çç ÷ç -è ø è øê ú
ê úæ öê ú÷ç- + + +ê ÷ úç ÷÷ççê úè øê úë û

- + -
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ê ú
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. 

Note that  WW P MRS= M . Thus: 
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N
N
N

MRS MRSMRS

ú
ú
úú

, 

which can be rewritten as: 

( ) ( ) ( )|
0

1 E
k

t w w t t k t t k
k

w mrs pbq bq
¥

+ +
=

= - +å . (3‐1‐27) 

Total derivative of Eq.(1‐1‐93)’ is given by: 
1

| |

|

t k t t k t t k

t k t t k

d C d dC

d dC
C C

C

j j

j j

j

j

-
+ + +

+ +

= +

= +

MRS N N N

N
N N

N

. 

Note  that  C j=MRS N  . Dividing  both  sides  of  the  previous  expression  by  HMRS  

yields: 

| |t k t t k t t k
d d dC

C
j+ + += +

MRS N
MRS N

, 

which can be rewritten as: 

| |t k t t k t t kmrs n cj+ + += + . (3‐1‐28) 

Let define  ,
,

H t k
H t k

t k

N
MRS

C

j
+

+
+

º . Total derivative of this definition is given by: 
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1
t k t k t k

t k t k

dMRS C N dN N dC

dN dC
CN CN

N C

j j

j j

j

j

-
+ + +

+ +

= +

= +
, 

Dividing both sides of the previous expression yields: 

t k t k t kdMRS dN dC

MRS N C
j+ + += + , 

because of  HMRS CNj= . 

That expression can be rewritten as: 

t k t k t kmrs n cj+ + += + . (3‐1‐29) 

Subtracting Eq.(3‐1‐29) from Eq.(3‐1‐28) yields: 

( )| |t k t t k t k t t kmrs mrs n nj+ + + += + - . (3‐1‐30) 

Total derivative of Eq.(1‐1‐89) is given by: 
1 1

|
W W W W

t k t W t W t k t k

t kt
W W t k

d W W NdW W W NdW dN

dWdW
N N dN

W W

e e e ee e

e e

- - - -
+ + +

+
+

=- + +

=- + +






N
. 

Dividing both sides of previous expression by  NN=   yields: 

|t k t t k t kt
W W

d dW dNdW

W W N
e e+ + +=- + +




N
N

, 

Which can be rewritten as: 

( )|t k t W t t k t kn w w ne+ + +=- - + . (3‐1‐31) 

Plugging Eq.(3‐1‐31) into Eq.(3‐1‐30) yields: 

( )|t k t t k w t t kmrs mrs w we j+ + += - - . (3‐1‐32) 

Plugging Eq.(3‐1‐32) into Eq.(3‐1‐27) yields: 



 

98 
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tw

  , 

which can be rewritten as: 

( ) ( )
( )

( ) ( )
1 1 1

2

2 2 2

1 1
t w t t w t w t t

w t w

w t w t t

mrs w p mrs w p
w

mrs w p

e j bq e j
e j bq

bq e j
+ + +

+ + +

é ù+ + + + +ê ú+ = - ê ú
+ + + +ê úë û




. 

This expression can be the compact form as follows: 

( ) ( )
0

1
E

1

kw
t w t t k w t k t k

kw

w mrs w p
bq bq e j
e j

¥

+ + +
=

-= + +
+ å . (3‐1‐33) 

Let define 

  w
t t tmrsm wº -   (3‐1‐34) 

which is the (log) average wage markup in the SOE. 

 

denotes the (log) real wage. 

Plugging the definition of the (log) average wage markup into Eq.(3‐1‐33) yields: 
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( ) ( )
0

1
E 1

1

k Ww
t w t w t k t k

kw

w w
bq bq e j m
e j

¥

+ +
=

- é ù= + -ë û+ å . (3‐1‐35) 

Eq.(3‐1‐35) can be rewritten as: 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

1 1

2

2 2

1 1

2

2 2

1 11
E

1 1

1

1 1
1 E 1

1 1

w w
w t t w w t t

w
t t w

w w w t t

w
w w t t

W wW w
W t t t w w t t

W w

w w
w

w

w

w w

e j m bq e j mbq
e j bq e j m

bq e j m
bq bqe j m bq e j m
e j e j

+ +

+ +

+ +

+ +

ì üé ùï ï+ - + + -ï ï- ë ûï ï= í ï ï+ é ù+ + - +ï ïë ûï ïî 
ì üé ùï ï+ -ï ïë ûïï- - ïïé ù é ù= + - + + + -í ë û ë ûï+ + ïï+ïïïî






ïïïï
ïïïïïï

. (3‐1‐36) 

Forwarding Eq.(3‐1‐36) one period yield: 

( )
( ) ( )

( ) ( )
1 1 2 2

1 2

3 3

1 11
E E

1 1

w w
w t t w w t t

w
t t t w

w w w t t

w w
w

w

e j m bq e j mbq
e j bq e j m

+ + + +

+

+ +

ì üé ùï ï+ - + + -ï ï- ë ûï ï= í ï ï+ é ù+ + - +ï ïë ûï ïî 



 

Multiplying  Wbq   both sides of the previous expression yields: 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

1 1 2 2

1 3

3 3

1 11
E E

1 1

w w
w w t t w w t t

w
w t t t

w
w w w t t

w w
w

w

bq e j m bq e j mbqbq
e j bq e j m

+ + + +
+

+ +

ì üé ù é ùï ï+ - + + -ï ï- ë û ë ûï ï= í ï ï+ é ù+ + - +ï ïë ûï ïî 



 

Plugging the previous expression into Eq.(3‐1‐36) yields: 

( ) ( )1
1

1 E
1

ww
t w t t w t t

w

w w w
bq e j m bq
e j +
- é ù= + - +ë û+

  . (3‐1‐37) 

Total derivative of Eq.(1‐1‐97) is given by: 

( ) ( ) ( )( )

( )
( )

( )

( ) ( )
( )

1
11 1

1

1 1
1 1

1

1 1
1

1

1
1 1 1

1

1

1

1

w w Ww

w

W ww

w

w ww

t w w t w w t

w

w t w t

w t w t

w t w t

dW W W dW W dW

W W dW dW

W W dW dW

dW dW

e e ee

e
e ee

e
e ee

e q e q
e

q q

q q

q q

-- - --
-

- -
- --

-

- --
-

-

é ù= - + - -ë û-

é ù= + -ë û

é ù= + -ë û
= + -









. 

By dividing both sides of the previous expression  HW , we have: 

( )1 1t t t
w w

dW dW dW

W W W
q q-= + -


, 

which can be rewritten as: 

( )1 1t w t w tw w wq q-= + -  . (3‐1‐38) 

Eq.(3‐1‐38) can be rewritten as: 
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1

1

1 1
w

t t t

w w

w w w
q

q q -= -
- -

 . 

Plugging the previous expression into Eq. (3‐1‐37) yields: 

 

( )1

1

1 1
1

1 1 1

1
E

1 1

Ww w
t t w t t

w w w

w
w t t t

w w

w w w

w w

q bq e j m
q q e j

qbq
q q

-

+

- é ù- = + -ë û- - +
æ ö÷ç ÷+ -ç ÷ç ÷ç - -è ø

, 

Which can be rewritten as: 

( )( ) ( )( )

( )

( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( )( )

( )
( )( )

( )

1

1

2
1

2

2
1

1

1 1
1 1

1

E

1 1
1 1

1

E

1 1
1

1

E

1 1

1

E

w w w
t w t w w t t

w

w t t w t

w w w
w t w w t t

w

w t t w t

w w w
w t w t w t t

w

w t t w t

w w w
t w t t

w

w t t

w w w

w w

w w

w w

w w w

w w

w w

w

bq q
q bq q m

e j
bq q

bq q
bq q bq m

e j
bq bq

bq q
bq q bq m

e j
bq bq

bq q
q m

e j
bq b

-

+

+

+

+

- -
- = - - -

+
+ -

- -
= - - - -

+
+ -

- -
= - - + -

+
+ -

- -
= - -

+
+ - w twq

 

Subtracting  ,H tw   from both sides of the previous expression yields: 

( )( ) ( )1 1

1 1
E

1
w w w

w t w t t w t t t

w

w w w w
bq q

q q m bq
e j- +

- -
- =- - + -

+
, 

which can be rewritten as: 

( ) ( ) ( )( )
1 1

1 1
E

1
w w w

w t t w t t t t

w

w w w w
bq q

q bq m
e j- +

- -
- = - -

+
. 

By dividing both sides by  Wq ,    we have: 

( )1Ew w w
t t t w tp b p k m+= - , (3‐1‐39) 

with 
( )( )

( )
1 1

1
w w

w

w w

bq q
k

q e j
- -

º
+

  where： 
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  1
w
t t tw wp -º - , (3‐1‐40) 

denotes the wage inflation. 

There is a relationship between the changes in the real wage and the gap between the 

wage inflation and the domestic inflation as follows: 

( )
( )

1 , 1 , 1

1 , , 1

,

r r
t t t H t t H t

t t H t H t

W
t H t

w w w p w p

w w p p

p p

- - -

- -

- = - - -

= - - -

= -

.   

3.1.9 UIP   

The log‐linearized UIP  ( ) *
1Et t t t tR E E R+=   is given by 

( )*
1

ˆ ˆ Et t t t tr r e e+= + - . (3‐1‐43). 

Plugging Eq.(3‐1‐43) into Eq.(3‐1‐42) yields: 

3.1.10 Fiscal Policy Rules 

Fiscal feed back rule in Mahdavi (2004) can be rewritten as: 

1

1
t t

B

SP B

SP B

bf
b

-=
-

, 

where we use 
1

SP B
b
b

æ ö- ÷ç= ÷ç ÷÷ççè ø
  being Eq.(2‐24). The previous expression can be rewritten 

as: 

11 1
1

t tBSP B

SP B

bf
b

-- = -
-

. 

Then: 
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( )

1

1

1

1

1

ln 1

1
1 1

1
1 1

1
1 1

ln 1

t t
b

t
b

b

t
b

b

t
b b

b

t
b b

SP B

SP B

B

B

B

B

B

B

B

B

f

f
f

f
f

f f
f

f f

-

-

-

-

-

æ ö÷ç = -÷ç ÷çè ø
æ ö÷ç ÷= - + -ç ÷ç ÷çè ø
æ ö÷ç ÷= - - +ç ÷ç ÷çè ø

æ öæ ö ÷ç÷ç ÷= - - -ç÷ç ÷÷ç ç ÷çè ø è ø
æ ö÷ç= + -÷ç ÷çè ø

, 

which can be rewritten as: 

( ), 1 1t b H t bsp bf f-= + - . (3‐1‐44) [(47) in the text] 

Plugging Eq.(3‐1‐22) into (3‐1‐44) yields: 

( ) ( ) ( ) ( )
, 1

1 11 1 ˆˆ B bB b B
t H t t t G t tb s y g

b s fb s f u b s
t t s z

b b b-

- -- -
= + - + + + . [(48) in the 

text] 

We introduce tax shock  ty   as follows: 

( ) ( ) ( ) ( )
, 1

1 11 1 ˆ B bB b B
t H t t t G t t tb s y g

b s fb s f u b s
t t s z y

b b b-

- -- -
= + - + + + +  .  (3‐1‐

45) [(49) in the text] 

 

4    Welfare Cost Function and Welfare Relevant Output Gap 

 

4.1 Deriving the Second‐order Approximated Utility Function with Linear 

Terms 
The period utility function is given by Eq.(1‐1‐85), namely: 

( )
1 1

|
0

1
ln

1
t k t k t k tU C j dj

j

j
+

+ + +º -
+ ò

 N . (1‐1‐85) 

In equilibrium, 

( ) ( )

( ) W

t t

t
t

t

j N j

W j
N

W

e-

=

æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø

N

, 
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Is applied. Plugging this expression into Eq.(1‐1‐85) yields: 

( ) ( )1
1

1

0

1
ln

1

w

t k
t k t k t k

t k

W j
U C N dj

W

e j
j

j

- +

+ +
+ + +

+

æ ö÷ç ÷º - ç ÷ç ÷÷ç+ è øò . 

Let define  ( ) ( )
( )1

11 ,

0
,

w

H tw
t

H t

W j
dj

W

e j
j

- +
+ æ ö÷ç ÷D º ç ÷ç ÷÷çè øò  . Plugging  this definition  into  the previous 

expression, we have: 

( )11
,

1
ln

1
w

H t k t k t k t kU C N
jj

j
++

+ + + +º - D
+

 . (4‐1‐1) 

Second‐order expansion (percentage deviation from steady state  in terms of marginal 

utility of consumption) of Eq.(4‐1) is given by: 

( )

2
2 2 2 2

3

1 1 1 1

2 2 2 2

1
ln

t k CC N NN
t k t k t k t k t k t k

C C C C

wZ
t k

C

U U U U N U N
c c Cc n n n

U C U U C U C

U
o

U C
x

+
+ + + + + +

+

æ ö- ÷ç= + + + + +÷ç ÷çè ø

+ D +

    
   




. 

Note that  ln W
t k+D is  ( )2o x . 

Plugging  1
CU C-=  ,  2

CCU C-=-  ,  NU Nj=-  ,  1
NNU Njj -=-    and  1

ZU N j+=-  into 

the previous expression yields: 

( ) ( )

( )
( )

( )

2 1 2
2 2 2 2

1

1
3

,

2 2
2 2 2 2

2

3

,

1 1 1 1

2 2 2 2

1

1 1 1 1 1

2 2 2 2

t N
t t t t k t k t k

C C C

W
H t k

C

N
t t t t k t k t k

C C

WN
H t k

C

N
t

C NU U U N N
c c Cc n n n

U C C U C U C

N
z o

U C

NC U N N
c c c n n n

C U C U N C

U N
z o

U C

U
c

j

j

j

j

x

j

x

- -

+ + +-

+

+

+ + +

+

- -æ ö- ÷ç= + + + + +÷ç ÷çè ø

- +

-æ ö÷ç= + - + + +÷ç ÷çè ø

+ +

= +


 




 





 ( )

( ) ( )

32 2

32

1 1
ln

2 2

1
1 ln

2

WN N N
t k t k t k t k

C C C C

WN N N
t t k t k t k

C C C

N U N U N U N
n n n o

U C U C U C U C

U N U N U N
c n n o

U C U C U C

j x

j x

+ + + +

+ + +

+ + + D +

= + + + + D +

  
  

  
  

. 

Plugging  1N

C

U

U
- º -F

   into the previous expression yields: 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

32

32

32

1
1 1 1 ln

2

1
1 1 ln

2

1 1
1 ln

2

Wt
t t k t k t k

C

W
t t k t k t k t k

W
t t k t k t k t k

U U N N N
c n n o

U C C C C

N N N N
c n n n o

C C C C

N N
c n n n o

C C

j x

j x

j
x

+ + +

+ + + +

+ + + +

- += - -F - -F - -F D +

+= +F - - -F - -F D +

é ù-F +ê ú= +F - + + -F D +ê úë û

 


. 

Plugging  , ln p
t k H t k t k t kn y a+ + + += - + D    into  the  last  line  in  the  previous  expression 

yields: 

( )

( )
( )( ) ( )

( )

( )( )

( ) ( )
( )

3

2

2
3

ln

ln
1

1 1
1 ln

2

1 1
1 1

2

1 ln 1 ln

pt
t k t k t k

C C

p
t k t k

w
C t k t k

t k

t k t k

p wC C
t k t k

U U
c y

U C

y

o
n

n
c y o

s

xjs

j
x

s s

+ + +

+ +

+ +

+
+ +

+ +

- F= + + D

é ù+ Dê ú
ê ú- +-F +ê ú+ + -F Dê úê úë û

é ù-F +ê ú-F ê ú= - - +ê ú
ê ú+ -F D + -F Dë û

 


, (4‐5‐3) 

where we use  ( ) 1 1
CN C C Y s- -= =   and 

( )1
,

0
,

ln ln H tp
t k

H t

P i
dh

P

e-

+

é ùæ öê ú÷ç ÷D = çê ú÷ç ÷÷çê úè øë û
ò . 

4.2 Second‐order Approximation of Price and Wage Dispersions 
Relative price of good h can be approximated as follows: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2 3,
, ,

,

1
ˆ ˆ1 1 1

2
H t

p H t p H t

H t

P i
p i p i o

P

e

e e x
-æ ö÷ç ÷ = + - + - +ç ÷ç ÷÷çè ø

, (4‐5‐12) 

with  ( ) ( ), , ,
ˆ ln lnH t H t H tp i P i Pº - . 

The price index  ( )
1

1 11

, ,
0

H t H tP P i di
ee --é ùº ê úê úë ûò   implies: 

( )
1

1 11

,
0

,

1
1

pp

H t

H t

P i di
P

ee --é ù= ê úê úë ûò . 

Hence, we have: 
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( )

( )

1

11

0
,

1
1

,

0
,

1
1

1

p

p

p

t

H t

H t

H t

P i di
P

P i
di

P

e
a ee

e

-
--

-

æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷÷çè ø

æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷÷çè ø
=

ò

ò



, 

which implies that: 

( ) ( )
1 1

1
, ,

0
, ,

1

p p

H t H t
i

H t H t

P i P i
E di

P P

e e- -æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷=ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
=

ò . (4‐5‐13) 

Eq.(4‐5‐12) can be rewritten as: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2 3,
, ,

,

1
ˆ ˆ1 1 1

2

p

H t
p H t p H t

H t

P i
p i p i o

P

e

e e x
-é ùæ öê ú÷ç ÷- =- - - - +çê ú÷ç ÷÷çê úè øë û

, 

Taking conditional expectation, The previous expression can be rewritten as: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

2 3,
, ,

,

2 3

,

1 1
ˆ ˆ 1

2 1

1
ˆ

2

p H t
i H t i H t i

p H t

p

i H t

P i
E p i E p i E o

P

E p i o

e
e

x
e

e
x

-é ùæ ö- ê ú÷çé ùé ù ÷=- - - +çê ú÷ê úë û çë û ÷÷ç- ê úè øë û
- é ù=- +ê úë û

, (4‐5‐14) 

where we use Eq.(4‐5‐13) to derive the second line. 

Second‐order approximation to 
( ),

,

H t

H t

P i

P

e-æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
  yields: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

,
,

,

2
2 3

, ,

ˆexp

ˆ ˆ1
2

H t
p H t

H t

p H t H t

P i
p i

P

p i p i o

e

e

ee x

-æ ö÷ç é ù÷ = -ç ÷ç ë û÷÷çè ø

= - + +

. 

Taking conditional expectation on the previous expression yields: 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 3,
, ,

,

ˆ ˆ1 E E
2

p

pH t
i p i H t i H t

H t

P i
E p i p i o

P

e
e

e x
-æ ö÷ç é ùé ù÷ = - + +ç ÷ ê úë ûç ë û÷÷çè ø

. (4‐5‐15) 

Plugging Eq.(4‐5‐14) into (4‐5‐15) yields: 
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( ) ( ){ } ( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2
2 2 3,

, ,

,

2 3

,

2 3

,

3

,

1
ˆ ˆ1 E

2 2

1
ˆ1 E

2

ˆ1 E
2
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2

pH t
i p h H t i H t

H t

p p p

i H t

p

i H t

p

i H t

P i
E E p i p i o

P

p i o

p i o

p i o

e
eee x

e e e
x

e
x

e
x

-æ ö -÷ç é ù é ù÷ = - - + +ç ÷ ê ú ê úç ë û ë û÷÷çè ø
é ù- +ê úë û é ù= + +ê úë û

é ù= + +ê úë û

é ù= + +ë û

. (4‐14‐16) 

Notice  that 
( ) ( )1

, ,

0
, ,

H t H t
i

H t H t

P i P i
E di

P P

e e- -æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷=ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è øò   and 
( )1

,

0
,

H tp
t

H t

P i
di

P

e-æ ö÷ç ÷D = ç ÷ç ÷÷çè øò . By using  these 

facts, Eq.(4‐14‐16) can be rewritten as: 

( ) ( )

( ) ( )

3

,

3

,

ˆln ln 1 var
2

ˆvar
2

pp
t i H t

p

i H t

p i o

p i o

e
x

e
x

ì üï ïï ïé ùD = + +í ë ûï ïï ïî 

é ù» +ë û

. (4‐2‐6) 

Further, as shown in Woodford (2003), zH,t can be rewritten as: 

( ) ( )t t 2
,

0 0

E ln E
2

pp
t t t H t

k kp

e
b b p

k

¥ ¥

= =

D =å å , (4‐6‐2) 

as long as Eq.(4‐5‐10) is applicable. 

Relative wage j can be approximated as follows: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2 2 31
ˆ ˆ1 1 1

2

W

t
W t W t

t

W j
w j w j o

W

e

e e x
-æ ö÷ç ÷ = + - + - +ç ÷ç ÷çè ø

, (4‐6‐3) 

with  ( ) ( )ˆ ln lnt t tw j W j Wº - . 

The wage index  ( )
1

1 11

0

WW

t tW W j dj
ee --é ùº ê úê úë ûò   implies: 

( )
1

1 11

0

1
1

WW

t

t

W j dj
W

ee --é ù= ê úê úë ûò . 

Hence, we have: 
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e
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which implies that: 

( ) ( )1 1
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W j W j
E dj

W W

e e- -æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷=ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
=

ò . (4‐14‐17) 

Eq.(4‐6‐3) can be rewritten as: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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t
W t W t

t

W j
w j w j o
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e e x
-é ùæ öê ú÷ç ÷- =- - - - +çê ú÷ç ÷çè øê úë û

, 

Taking conditional expectation, The previous expression can be rewritten as: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

2 3

2 3
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- é ù=- +ê úë û

, (4‐2‐10) 

where we use Eq.(4‐14‐17) to derive the second line. 

Second‐order approximation to 
( ) W

t

t

W j

W

e-æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
  yields: 
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+
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. 

Taking conditional expectation on the previous expression yields: 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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. (4‐2‐11) 

Plugging Eq.(4‐2‐11) into (4‐2‐10) yields: 
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Notice  that 
( ) ( ) ( ) ( )1 1
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0
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t t
j

t t

W j W j
dj

W W
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W j
dj

W

e j
j

- +
+ æ ö÷ç ÷D º ç ÷ç ÷çè øò . By using these facts, Eq.(4‐2‐12) can be rewritten as: 
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. 

The previous expression can be rewritten as: 

( ) ( ) ( ) ( )1 3

,

1
ˆln var

2
W Ww

t j H tw j o
j e e j

x
+ + é ùD = +ë û . (4‐2‐12) 

Further, as shown in Woodford (2003),  ln w
t k+D   can be rewritten as: 

( ) ( ) ( )2t t
,

0 0

1
E ln E

2
W Ww W

t t k t H t

k kW

e e j
b b p

k

¥ ¥

+
= =

+
D =å å . (4‐2‐13) 

Iterating Eq.(4‐5‐3) yields: 
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. 

Plugging Eqs. (4‐6‐2) and (4‐2‐13) yields: 
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with 
0

Ek t k
H t

k C

U U
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b

¥
+

=

æ ö- ÷ç ÷º ç ÷ç ÷çè øå
 
W . 

Eq.(3‐1‐8)’ can be rewritten as: 
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G

t t t t t

C C

c y s z g
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  (4‐2‐15) 

Plugging Eqs.(4‐2‐15) into Eq.(4‐2‐14) yields: 
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åW , (4‐2‐17) 

which is applicable for the SOE withOUT default risk. 

4.3    Second‐order Approximation of the AS Equation 
Second‐order approximated AS equation is given by: 
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, (4‐

3‐1) 
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with  ( )( )1 1 1Z Cw s h aº - - - . 

4.4    Second‐order Approximation of the Wage Equation 
Eq.(1‐1‐95) can be rewritten as: 
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1
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Let define: 
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E
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¥

-
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=
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By plugging Eqs.(4‐4‐2) and (4‐4‐3) into Eq.(4‐6‐3) yields: 
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Multiplying Eq.(4‐4‐4) by  ,H tW   yields: 
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Plugging the previous expression Eq.(1‐1‐97) yields: 
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Dividing the previous expression by  1
,

W

H tW e-   yields: 
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which can be rewritten as: 
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Taking logarithm both sides of Eq.(4‐4‐6) yields: 
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which can be rewritten as: 

( ) ( ) ( )( )1

, , ,

1
ln 1 ln ln

1 1

WW W WW
H t W H t H t

W W

eq e
q q

- -é ù
ê ú- - P = - -ê ú- -ë û

K F . (4‐4‐7) 

Second‐order approximation of the LHS of Eq.(4‐4‐6) is given by: 
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Eq.(4‐4‐3) can be rewritten as: 
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P º   where we use Eq.(1‐1‐89). The last 

line can be rewritten as compact form as: 
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Eq.(4‐4‐2) can be rewritten as: 
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, which can be rewritten as: 
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Finally, second‐order approximated wage equation is given by: 
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4.5 Second‐order Approximation of the Government Solvency Condition 
4.5.1    Second‐order Approximation of the Iterated Government Solvency Condition 

Government solvency condition Eq.(1‐1‐65) is given by: 

1 1 1 2 11
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n
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P
b b- - - --
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which can be rewritten as: 
1 1 1 1 2 1

1 1 1 1 2 2 2t t t t t t t t t t t t tC Z B C Z SP C Z SP C Z SPb b- - - - -
- + + + + + +P = + + + . 
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Let define  1 1
1t t t t tW C Z B- -
-º P . Then, the previous expression can be rewritten as: 
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.    (4‐5‐1) 

Forwarding Eq.(4‐5‐1) one period ahead yields: 
1 1 2 1

1 1 1 1 2 2 2 3 3 3t t t t t t t t t tW C Z SP C Z SP C Z SPb b- - -
+ + + + + + + + + += + + + . 

Multiplying β on both sides of the previous expression yields: 
1 2 1 3 1

1 1 1 1 2 2 2 3 3 3t t t t t t t t t tW C Z SP C Z SP C Z SPb b b b- - -
+ + + + + + + + + += + + + . (4‐5‐2)   

Plugging Eq.(4‐5‐1) into Eq.(4‐6‐2) yields: 

1
1t t t t tW C Z SP Wb-
+= + . (4‐5‐3) 

Let define  1ITMC
t t t tSP C Z SP-º . Then the previous expression can be rewritten as: 

0 0 1
ITMCW SP Wb= + .    (4‐14‐14) 

First‐order approximation of Eq.(4‐14‐14) yields: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

3

0 0 ,0 0 1

2

,0 ,0 1 t.i.p.

ITMC
H

ITMC ITMC
H HSP W

ITMC ITMC
H H

W W f W SP SP f W W W o

W SP sp W o

x

b w x

= + - + - +

= + + + +
, 

which can be rewritten as: 

( )2,00
,0 1 t.i.p.

ITMC
H ITMC

H

SPW W
sp o

W W
bw x- = + + +     (4‐5‐7) 

Eq.(4‐14‐14) implies: 

( )1 ITMCW SPb- =  

In the steady state. Plugging the previous expression into Eq.(4‐5‐7) yields: 

( ) ( )20 0 11 t.i.p.ITMCsp ow b bw x= - + + + , (4‐14‐15) 

with  0
0

W W

W
w -º . Iterating forward Eq.(4‐5‐7) ahead yields: 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2

0 0 1

2

1 1 2

2

1 t.i.p.

1 t.i.p.

1 t.i.p.

ITMC

ITMC

ITMC
j j j

sp o

sp o

sp o

w b bw x

w b bw x

w b bw x

= - + + +

= - + + +

= - + + +





, (4‐5‐9) 
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Combining Eqs.(4‐5‐7) and (4‐14‐15) yields: 

( ) ( ) ( )20
0

1 E t.i.p.t ITMC
t

t

sp ow b b x
¥

=

= - + +å , (4‐5‐10) 

where  0w wº . 

4.5.2    Second‐order approximation of the Fiscal Surplus in terms of Marginal Utility 

of Consumption 

Second‐order approximation of  1
, ,
ITMC
H t t t H tSP C Z SP-º   is given by: 

( )321

2
ITMC
t t t t t t t t t tsp c sp c c sp c z sp z o x=- + + - - + + .    (4‐5‐11) 

Plugging Eq.(4‐5‐10) into Eq.(4‐5‐9) yields: 

( ) ( )22
0

0

1
1 E t.i.p.

2
t

t t t t t t t t t
t

c sp c c sp c z sp z ow b b x
¥

=

æ ö÷ç= - - + + - - + + +÷ç ÷çè øå .    (4‐5‐12) 

4.5.3    Second‐order Approximation of the Definition of Fiscal Surplus 

The definition of fiscal surplus is given by: 

( ), , , , , ,H t H t H t H t H t H tSP X Y Gt zº - - ,    (4‐5‐13) 

with  , ,H t H t tX P Pº . 

Second‐order approximation of Eq.(4‐5‐13) is given by: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )

,   ,   ,   ,   ,

  ,   , ,   , ,

3

  , ,   , ,

2
, , ,

ˆ1

ˆ1 1

ˆ1

1 1
ˆ

2

H

H

H t H H X H t H H t H H Y H t H H G H t H

H H t H X H t H t H H XY H t H t H

H XG H t H t H H Y H t H H t H

H H t H t H t

SP SP SP X SP SP Y Y SP G G

SP d SP X SP X Y Y

SP X G G SP Y Y o

SP SP x x Y

t

z t

t

t t

z t t

t t x

t t

= + - + - + - + -

+ + - - + - -

+ - - + - - +

æ ö÷ç= + + + +÷ç ÷çè ø

( )

2
, , , , , , ,

3

, , , ,

ˆ ˆ
2

H t H t H t H t H t H t H t

H t H t H t H t

Gg d Y x Y x y

Gx g Yy o

t z t t t

t t x

æ ö÷ç - - + +÷ç ÷çè ø

- + +

, 

which can be rewritten as: 

( )

,2 2 2
, , , , , , , ,

3

, , , , , , , ,

1 1 1
ˆ ˆ

2 2 2

ˆ

H t
H t H t H t H t H t H t H t H t

H

H t H t H t H t H t H t H t H t

dY Y G Y
sp x x Y y y g

SP SP SP Y SP Y

Y Y Y G Y
x x y x g y o

SP SP SP Y SP

ztt t t

t t t t t x

æ ö æ ö÷ ÷ç ç= + + + + + - -÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

+ + - + +
, 

with  ,
,

H t H
H t

H

SP SP
sp

SP

-
º . Plugging  ( )1SP Bb= -   into the previous expression yields: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 2
, , , , , , , ,

,
, , , , , ,

3

, ,

1 1 1
ˆ ˆ

2 1 2 1 2 1

ˆ
1 1 1 1

1

H t H t H t H t H t H t H t H t

H t
H t H t H t H t H t H t

H

H t H t

Y Y Y G
sp x x y y g

B B B Y

dY Y Y Y G
x x y x g

B Y B B B Y

Y
y o

B

t t t t
b b b

z
t t t

b b b b

t t x
b

æ ö æ ö÷ ÷ç ç= + + + + + -÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø- - -

- + + -
- - - -

+ +
-

 .  

Plugging  B B Ys º   and  G G Ys º   into the previous expression yields: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
, ,

2 2
, ,

3

,

1 1ˆˆ
1 1 1 1 2

ˆ ˆ
2 1 2 1 1 1

1 1

G
t H t t t t t H t

B B B B

t t H t t H t t

B B B B

G
H t t t t

B B

sp x y g x

y x x y

x g y o

st tt z
b s b s b s b s

t t t tt t
b s b s b s b s
s t t x
b s b s

= + + - - +
- - - -

+ + + +
- - - -

- + +
- -

,(4‐5‐14) 

with  ,
,

ˆ H t
H t

H

d

Y

z
z º . 

Multiplying ct on both sides of Eq.(4‐5‐14) yields: 

( ) ( ) ( ) ( )

( )
,

3

1 ˆˆ
1 1 1 1

G
t t t H t t t t t t t t t

B B B B

c sp c x c c y c g c

o

st tt z
b s b s b s b s

x

= + + - -
- - - -

+
. (4‐5‐15) 

Multiplying dH,t on both sides of Eq.(4‐5‐14) yields: 

( ) ( ) ( )3, ˆ s.o.t.i.p.
1 1

t t H t t t t t t

B B

sp z x z z y z o
t tt x
b s b s

= + + + +
- -

 

Plugging Eqs.(4‐5‐14) and (4‐5‐15) and the previous exprssion into Eq.(4‐5‐12) yields: 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2
, ,

2 2
,

0

, , ,

,

1 1
ˆ

1 1 2 2

ˆ ˆ
2 1 2 1 1

1 ˆ1 E
1 1 1

ˆ
1 1 1

ˆ
1 1

t H t t t t H t

B B

t t t H t t t

B B B

t G
t t t t t t t t

B B B

G
H t t H t t H t t

B B B

H t t t t

B B

c x y c x

y c x c

c y c g c c z

x x y x g

x z z y

t tt
b s b s

t t tt t
b s b s b s

stw b b z
b s b s b s

st tt
b s b s b s

t tt
b s b s

- + + + + +
- -

+ + - -
- - -

= - - + + -
- - -

+ + -
- - -

+ + +
- - ( )

( )2
0

t.i.p.

1

t

t t t t

B

o

y z

x

tt
b s

¥

=

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç + +÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷+ ÷ç ÷ç ÷ç - ÷è øç ÷ç ÷ç ÷

å

.(4‐5‐16) 
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4.7 Second‐order Approximation of the Market Clearing Condition 
Eq.(1‐2‐76) can be rewritten as: 

( ) *
, 1,1t H t t t t tY X C S Z Gh hu u-= - + + . (4‐7‐1) 

Where we use  , ,H t H t tX P Pº   and Eq.(1‐1‐20). 

Second‐order approximation of Eq.(4‐7‐1) is given by: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )

( )
( ) ( )

2,

, ,*
1,

2 *
, 1,

3

2 2 * 2
, , 1

, , , 1
1 1 1

2,

1
1 1 1 1

2

t.i.p.

1 1 1
1 1

2 2 2

H t t t

H X H t C t S t XX H t

t t

SS t XC H t t SZ t t

H t H t t t t t

X C S
Y Y Y X Y C C Y S Y X

Z G

Y S Y X C C Y S Z

o

Y C x x C c c Z s s

x

h u u uh

æ ö÷ç ÷ç = + - + - + - + -÷ç ÷÷çè ø

+ - + - - + - -

+ +

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç= - - + + - + + +÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø

( )( ) ( ) ( )

( )

2 * 2
, 1 ,

3* *
1 1,

1 1
1 1 1 1

2 2

t.i.p.

H t t H t t

t t

Cx Z s Cx c

Z s z o

h h u uh h h u

uh x

+ + - + - - -

+ + +

, 

which can be rewritten as: 

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
, ,

2 2
, ,

3*
1,

2
, ,

1 1 1
1 1

2 2 2

1 1
1 1 1 1

2 2

t.i.p.

1
1 1 1 1

2
1

t
H t H t t t t t

H t t H t t

t t

H t t t H t

Y Y C C C
x x c c s s

Y Y Y Y

C C C
x s x c

Y Y Y
C
s z o

Y

C C C C
x c s x

Y Y Y Y

h u u uh

h h u uh h h u

uh x

h u
h u u uh h

æ ö æ ö æ ö- ÷ ÷ ÷ç ç ç=- - + + - + + +÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø

+ + - + - - -

+ + +

- é ù=- - + - + - - +ë û
-+ ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( )

2 2
,

3*
1,

2
2

, ,

2
2 2 *

, 1,

3

1 1 1
2 2

t.i.p.

1
1 1

2

1
1

2 2

t.i.p.

t t H t t

t t

H t t t H t

t t H t t t t

C C C
c s x c

Y Y Y
C
s z o

Y

C C C C
x c s x

Y Y Y Y

C C C C
c s x c s z

Y Y Y Y

o

u uh h h u

uh x

h u
h u u uh

u uh h u uh

x

é ù+ + - - -ë û

+ + +

-
=- - + - + +

-+ + - - +

+ + . 

Then, we have: 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

2
2 2

, ,

2
32 *

, 1,

1 1
1 1

2 2

1 t.i.p.
2

C C
t C H t C t C t H t t

C
t C H t t C t t

y x c s x c

s x c s z o

h u s u s
h u s u s uhs

uh s h u s uhs x

- -
=- - + - + + +

+ - - + + +
. 

Iterating the previous expression yields: 

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )
,

2
32 2

0 ,

0

2
2 *

, 1,

1 1

1 1
0 E t.i.p.

2 2

1
2

t C H t C t C t

t C C
H t t

t

C
t C H t t C t t

y x c s

x c o

s x c s z

h u s u s uhs

h u s u s
b x

uh s h u s uhs

¥

=

ì üï ïï ï- - - + - +ï ïï ïï ïï ï- -ï ïï ïï ï= + + + +í ï ïï ïï ïï ïï ï+ - - +ï ïï ïï ïî ï ï

å . (4‐7‐2) 

4.8 Second‐order Approximation of the Definition of the Relative Price 
Definition of the relative price of PPI in the SOE is given by: 

,
,

H t
H t

t

P
X

P
º , 

which can be rewritten as: 

,
,

,
,

,

,

1

1

H t
H t

t

H t
F t

t F t

F t

t t

P
X

P

P
P

P P

P

P S

º

=

=

. 

By raising both sides on the previous expression the η－1 th power yields: 
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( )

( )
( )

( )

1

,1
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1 1 1
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1 1 1 11
, , ,

1 1 1 1
, , ,

1 1 1 1 1 1
, , , ,
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1
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t F t t
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æ ö÷ç ÷=ç ÷ç ÷çè ø
=
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= - ( ) ( )

( ) ( )
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1

1 11 1
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1

t F t F t t
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t
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S S S

S
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h hh h
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h

u

u u
u u

-

- - - -- -

- -- -

-

ö÷ç ÷ +ç ÷ç ÷÷çè ø

= - +

= - +

. 

By raising on the both sides of the previous expression  ( )1 1h- th power yields: 

( )
1

1 1
, 1H t tX S h hu u - -é ù= - +ë û .    (4‐8‐1) 

Second‐order approximation of Eq.(4‐14‐24) is given by: 

( ) ( ) ( )
( )

( )

2 3

,    

32 2
   

32   
 

1
1 1 1

2

1 1
1

2 2

1
2
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X s s o

x

x

x

= + - + - +

æ ö÷ç= + + + +÷ç ÷çè ø
+= + + +

. (4‐8‐2) 

XH S and XH SS are given by: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

1
1

1 1
 

1
1

1

1
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1

1
1 1

1

1

1

H SX S Sh hh
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u h
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-
-

é ù é ù= - + - -ê ú ë ûë û-
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é ù- -ë û=
-

=-

, 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
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1
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h

hu uh
uh u

+ -
-

=- +
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. 

Plugging those expression into Eq.(4‐8‐2) yields: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

32
,

32

32

1

2

1

2

1 1

2

H t t t

t t

t t

x s s o

s s o

s s o

u uh u
u x

uh u u
u x

u h u
u x
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=- + +

- -
=- + +

é ù- -ë û=- + +

. 

Iterating the previous expression yields: 

( ) ( )32
0 ,

0

1 1
0 E

2
t

H t t t
t

x s s o
u h u

b u x
¥

=

ì üé ùï ï- -ï ïë û= - - + +í ï ïï ïî 
å .    (4‐8‐3) 

4.9  Second‐order  Approximation  of  the  International  Risk  Sharing 

Condition 
Eq.(1‐1‐21) can be rewritten as: 

*
2,t

t t

t

Z
Q C

Z
= .    (4‐9‐1) 

Second‐order approximation of Eq.(4‐9‐1) is given by: 
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( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )
( )

( )

*
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*
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*
2,

3

32 *
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32 *
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x

x

x

=
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+ +

æ ö÷ç= + + + - + +÷ç ÷çè ø

= + + + - + +

, 

which can be rewritten as: 

( )32 *
2,

1
t.i.p.

2
t t t t t t tq c c c z c z o x= + + - + +  

By Plugging Eq.(3‐1‐4) into the previous expression, we have: 

( ) ( )32 *
2,

1
1 t.i.p.

2
t t t t t t ts c c c z c z oa x- = + + - + + . (4‐9‐2) 

In the first order, Eq.(4‐9‐2) can be rewritten as: 

( ) ( )21 t.i.p.t ts c oa x- = + +  

Iterating the previous expression can be rewritten as: 

( ) ( )20
0

0 E 1 t.i.p.t
t t

t

c s ob a x
¥

=

é ù= - - + +ë ûå .    (4‐9‐3) 

4.12 Second‐order Approximation of the Production Function 
Eq.(1‐1‐80) can be rewritten as: 

p
t t

t

t

Y
N

A

D=  

Second‐order Approximation of the previous expression is given by: 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )
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1 1 t.i.p.
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o
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x

D

= D
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+ +

, 

which can be rewritten as: 
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( )
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2
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. 

Further: 

( )221
ln t.i.p.

2
p

t t t t t tn y y y a o x= + + D - + +  

Iterating the previous expression yields: 

2 2
,
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1
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t t t H t t t

t p

n y y y a
e

b p
k

¥

=

æ ö÷ç ÷ç= - + + + - ÷ç ÷÷çè ø
å . (4‐12‐1) 

4.13 Eliminating the Linear‐terms   
4.13.1 Undetermined Coefficients 

In the first‐order, Eqs.(4‐2‐17), (4‐5‐16), (4‐3‐1), (4‐7‐2), (4‐8‐3), (4‐9‐3), (4‐4‐8) and (4‐

12‐1) are given by: 
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How Eq.(4‐13‐1) corresponds to Eqs.(4‐13‐2)‐‐(4‐13‐6), (4‐13‐9) and (4‐13‐10). Let solve 

this problem by method of undetermined coefficients. 

The system of coefficients of Eqs.(4‐13‐2)‐‐(4‐13‐6), (4‐13‐9) and (4‐13‐10) is given by: 
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where  the LHS  is  the vector of coefficients of yH,t,  ,ˆH tt  ,  st, xH,t, ct,  ,
r
H tw    and  ,H tn    in 

Eq.(4‐14‐1) and the  1Q ,  2Q , 3Q , 4Q , 5Q ,  8Q   and  9Q   are undetermined coefficients 

on Eqs. (4‐14‐2)—(4‐14‐10), repectively. The previous expression can be rewritten as: 
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The 7th equality in Eq.(4‐13‐11) can be rewritten as: 

9 8jQ = Q . (4‐13‐12) 
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The 6th equality in Eq.(4‐14‐11) can be rewritten as: 

8 2Q =Q . (4‐13‐13) 

The 5th equality in Eq.(4‐13‐11) can be rewritten as: 
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The 4th equality in Eq.(4‐13‐11) can be rewritten as: 
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The 3rd equality in Eq.(4‐13‐11) can be rewritten as: 
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The 2nd equality in Eq.(4‐13‐11) can be rewritten as: 
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The 1st equality in Eq.(4‐13‐11) can be rewritten as: 
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Plugging Eqs.(4‐13‐19) into Eq. (4‐13‐20) yields: 
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Plugging Eq.(4‐13‐18) into Eq.(4‐13‐21) yields: 
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Plugging Eq.(4‐13‐17) into Eq.(4‐13‐22) yields: 
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Further, 
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Let define  1 CthsG º   and  ( )2 1 2 1 Bb sG ºG - - . Then, the previous expression can be 

rewritten as: 
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Plugging Eqs.(4‐13‐12) and (4‐13‐13) into the previous expression yields: 
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Eq. (4‐13‐21) can be rewritten as: 
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where we use Eqs. (4‐13‐12) and (4‐13‐13).   

Plugging Eqs.(4‐13‐19) and (4‐13‐24) into Eq.(4‐13‐23) yields: 
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which can be rewritten as: 
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with  28 7tº G +GG . 

Plugging Eq.(4‐13‐13), (4‐13‐19) and (4‐13‐24) into Eq.(4‐13‐16) yields: 
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Plugging the previous expression into Eq.(4‐13‐25) yields: 
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which can be rewritten as: 
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Plugging Eq.(4‐13‐13) into Eq.(4‐13‐17) yields: 
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Plugging Eq.(4‐14‐13) into Eq.(4‐14‐16) yields: 
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Note that: 

1Q   is given by Eq.(4‐13‐26),  Θ2 is given by Eq.(4‐13‐19),  Θ3 is given by Eq.(4‐13‐24), 

Θ4  is given by Eq.(4‐13‐27),  Θ5  is given by Eq.(4‐13‐28),  Θ8  is given by Eq.(4‐13‐13) 

and  Θ9 is given by Eq.(4‐13‐12).   

Then, the solution of Eq.(4‐13‐1) is given by: 
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with: 
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Above results imply that  Θ6 must be disappear. 
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Now we focus on lines 4 and 7 in Eq.(4‐13‐29). Plugging Eq.(4‐13‐13) into lines 4 and 7 
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where we use Eq.(4‐13‐33). Note that cross term of  ,
r
H tw   no longer disappear as long 

as  0a¹ . Plugging the previous expression into Eq.(4‐13‐29) yields: 
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where we use  9 8jQ = Q . Eq.(4‐13‐12). The 4th line in the previous expression can be 

rewritten as: 
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Lastly, we have: 

, (4‐13‐34)’ 
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which can be rewritten as: 
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Eq.(3‐1‐8)’ can be rewritten as: 
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Eq.(3‐1‐26) can be rewritten as: 
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Plugging Eq.(4‐13‐30)’’ into Eq. (4‐13‐30)’ yields: 

( )
( )
( ) ( ) ( )

( )
( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

* *
2, 1,

* *
1, 2,2 2 2

21 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1

2 2 21

1 1 11 1 1

G
t t t t t t t

C C

G
t t t t t t

C C

c y c z z z g

y c z z z g

hu u su
u s u u u u u u s

hu u hu u hu u su
u s u u su u u

æ ö- ÷ç= - - + - -÷ç ÷çè ø- - - - - - -
- - -

= - + - - -
- - -- - -

, which can be rewritten as: 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2

* *
1, 2,2 2 2

1 2 2 21

1 1 11 1 1

G
t t t t t t

C C

c y z z z g
u hu u hu u hu u su

u s u u su u u
- + - - -

= + - - -
- - -- - -

 

(4‐13‐30)’’’ 

. Finally: 
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Plugging eq. (4‐13‐30)’’ into the previous expression yields: 
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Plugging Eq. (4‐13‐30) into Eq.(4‐13‐30)’’ yields: 
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Plugging Eq.(4‐13‐32) into Eq.(4‐8‐3) yields: 
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Let plug Eqs.(4‐13‐30) to (4‐13‐32) and (4‐1‐30)” into the second‐order and cross terms 

in Eq.(4‐13‐35). Then we have: 
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( )
( )

( )
( )

( )
( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

2

* *
1, 2,

2

2 *
1,2 2 2

*
2, 2 22

2 21

1 1

1

2 21

1

2 2 1

1

s.o.t.

t t t t

C
t

G
t t

C C

t t t t t

C CC

G
t t t t t t

C C C

n z z z

s

g a

n n z n z

n z n g n a

u u

u u u u

u u

u

u uu

u

u u u

hu u g hu u gu
g s u g g u g
s
g s g s

hu u g u
u g s g sg s

hu u g s
u g s g s g s

é ù- - - -ê ú+ - -ê ú- -ê ú= ê ú
ê ú- +ê úê úë û

é ù- -ë û= + -
-

é ù- -ë û- - +
-

+ i.p

 



 

139 
 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
( )
( )
( )

2
*
1,

* *
, 1, 2,

*
2,

21

2

11 2

2

1 1 1

t

C

t t

C
t t

t H t t t

G
t t

G C
t t

C C

t

C

n

n z

z z

c x z z

z g

g a

a

u

uu u

u u

u u u

u u

u u

u

u
g shu uu
u hu u gg s g u

u g gu u hu u
g g u hu u g us
u s u u g g s
g s g s u

g s

é ù
-ê
êé ù-- êê ú+ ê é ùê ú - -ë ûêê ú - +êê ú -- - êê ú= - - êê ú é ù- -êê ú ë ûê+ +ê ú ê- - -ê ú ê- +ê ú êê úë û ê-êêë û

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

2
2 *

1,2 2 2

*
2, 22

2 2
*
1,2 2 2

2
*
2, 22

21 1

1 2 1

1

1 2 1

2 1

t t t t t

C CC

G
t t t t

C C

t t t t t t

C CC

G
t t t

C C

n n z n z

n z n g

n a n z n z

n z n

u

u uu

u

u u

u uu

u u

u hu u gu u u u
g s g sg s

u u hu u g u u s
u g s g s

u u u h u u u
g s g sg s

u h u u u s
g s g s

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úú

é ù- -- -ë û=- - +

é ù- - - -ë û+ +
-

- - -
- - +

- -
+ + ( )

( )
( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

2

2
2 *

1,2 2 2

*
2, 2 22

1
s.o.t.i.p

2 21 2 1

2 2 2 1 2 1
s.o.t.i.p

t t t

C

t t t t t

C CC

G
t t t t t t

C C C

g n a

n n z n z

n z n g n a

u

u

u uu

u

u u u

u u
g s

u uh u gu u u u
g s g sg s

u uh u g u u s u u
g s g s g s

-
- +

é ù- -- -ë û=- - + +

é ù- - - -ë û + - +
, (4‐13‐39)   

( )
( )

( )
( )

[ ]

( )
( )

( )
( )

2
*
1,

,

*
2,

2
2 *

1,

2

1

2

1

2

1

2

1

t t t

C

H t t t t

G
t t t

C C

t t t t t t t

C C

n z z

x y n a

z g a

n n a z n n z

u

u u u

u

u u u

u

u u u u

u

u hu u gu u
g s u g g

u hu u g us u
u g g s g s

u hu u gu u u
g s g s u g g

u hu u g
u g

ì üé ùï ï- -ï ïë û- - +ï ïï ï-ï ïï ïï ï= +í ï ïé ù- -ï ïë ûï ï+ + -ï ïï ï-ïï ïïî 
é ù- -ë û=- - - +
-

é ù- -ë û+
-

*
2, s.o.t.i.pG

t t t t t t

C C

n z n g n a
u u u

us u
g s g s
+ - +

, (4‐13‐40) 



 

140 
 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
[ ]

( ) ( )

( ) ( ) ( )

*
1,

*
2,

2 *
1,

*
2,

2 11

2 1 1

2 11 1

2 1 1
s.o.t.i.p

t t t

C

t t t t

G
t t t

C C

t t t t t t t

C C

G
t t t t t t

C C

n z z

c y n a

z g a

n n a n z n z

n z n g n a

u u u

u u u

u u u u

u u u

hu u u uu
g s g g
hu u u s u
g g s g s

uh u u uu u
g s g s g g
uh u u s u
g g s g s

é ù- --ê ú+ -ê ú
ê ú= +ê ú- - -ê ú- - +ê úê úë û

- -- -= + + -

- - -
- + +

, (4‐13‐41)   

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

* *
1, 2,

2 * *
1, 2,

2 1 21

1 1

2 1 21

1 1

t t t t

C

t t t

G
t t

C C

t t t t t t t

C

G
t t t t

C C

n z z z

c n n

g a

n n z n z n z

n g n a

u u u u

u u

u u u u

u u

hu u u u hu uu
g s g g g

u s u
g s g s

hu u u u hu uu
g s g g g
u s u
g s g s

é ù- - --ê ú+ - -ê ú
ê ú= ê ú- -ê ú- +ê úê úë û

- - --= + - -

- -
- +

, (4‐13‐42) 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

2
*
1,

,

*
2,

2
2 *

1,

*
2,

2

1

2

1

2

1

2

1

t t t

C

t H t t

G
t t t

C C

t t t t t

C

G
t t

n z z

n x n

z g a

n n z n z

n z

u

u u u

u

u u u

u

u u u

u

u

u hu u gu u
g s u g g

u hu u g us u
u g g s g s

u hu u gu u
g s u g g

u hu u g us
u g g

ì üé ùï ï- -ï ïë û- - +ï ïï ï-ï ïï ïï ï= í ï ïé ù- -ï ïë ûï ï+ + -ï ïï ï-ïï ïïî 
é ù- -ë û=- - +
-

é ù- -ë û+ +
- t t t t

C C

n g n a
u u

u
s g s

-

, (4‐13‐43)   

( )
( )

( )
( )

2
*
1,

,

*
2,

2

1

2

1

s.o.t.i.p

t t t

C

H t t t

G
t t t

C C

t t

C

n z z

x g g

z g a

n g

u

u u u

u

u u u

u

u hu u gu u
g s u g g

u hu u g us u
u g g s g s

u
g s

ì üé ùï ï- -ï ïë û- - +ï ïï ï-ï ïï ïï ï=í ï ïé ù- -ï ïë ûï ï+ + -ï ïï ï-ïï ïïî 

=- +

, (4‐13‐49) 



 

141 
 

( ) ( ) ( ) ( )* *
1, 2,

2 1 2 11

1

1
s.o.t.i.p

G
t t t t t

C C
t t t

t

C

t t

C

n z z z g

c g g

a

n g

u u u u u

u

u

hu u u u hu u u su
g s g g g g s

u
g s
u

g s

é ù- - - --ê ú+ - - -ê ú
ê ú= ê ú-ê ú+ê úê úë û
-= +

, (4‐13‐50) 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

* *
1, 2,

2 1 2 11

1

1
t.i.p

G
t t t t t

C C

t t t

t

C

t t

C

n z z z g

c a a

a

n a

u u u u u

u

u

hu u u u hu u u su
g s g g g g s

u
g s
u

g s

é ù- - - --ê ú+ - - -ê ú
ê ú= ê ú-ê ú+ê úê úë û
-= +

, (4‐13‐51) 

[ ]
s.o.t.i.p

t t t t t

t t

y a n a a

n a

= +
= +

, (4‐13‐49)’ 

( )
( )

( )
( )

2
*
1,

*
2,

2

1

2

1

s.o.t.i.p

t t t

C

t t t

G
t t t

C C

t t

C

n z z

x a a

z g a

n a

u

u u u

u

u u u

u

u hu u gu u
g s u g g

u hu u g us u
u g g s g s

u
g s

ì üé ùï ï- -ï ïë û- - +ï ïï ï-ï ïï ïï ï=í ï ïé ù- -ï ïë ûï ï+ + -ï ïï ï-ïï ïïî 

=- +

, (4‐13‐52) 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

* *
1, 2,

2 1 21

ˆ ˆ
1 1

1 ˆ s.o.t.i.p

t t t t

C

t t t

G
t t

C C

t t

C

n z z z

c

g a

n

u u u u

u u

u

hu u u u hu uu
g s g g g

z z
u s u
g s g s
u z

g s

é ù- - --ê ú+ - -ê ú
ê ú= ê ú- -ê ú- +ê úê úë û
-= +

, (4‐13‐53) 

( ) ( ) ( )

( )

* *
1, 2,

2 1 21

1 1

1
s.o.t.i.p

t t t t

C

t t t

G
t t

C C

t t

C

n z z z

c z z

g a

n z

u u u u

u u

u

hu u u u hu uu
g s g g g

u s u
g s g s
u

g s

é ù- - --ê ú+ - -ê ú
ê ú= ê ú- -ê ú- +ê úê úë û
-= +

, (4‐13‐53b) 



 

142 
 

( )
( )

( )
( )

2
*
1,

,

*
2,

2

1

2

1

s.o.t.i.p

t t t

C

H t t t

G
t t t

C C

t t

C

n z z

x z z

z g a

n z

u

u u u

u

u u u

u

u hu u gu u
g s u g g

u hu u g us u
u g g s g s

u
g s

ì üé ùï ï- -ï ïë û- - +ï ïï ï-ï ïï ïï ï=í ï ïé ù- -ï ïë ûï ï+ + -ï ïï ï-ïï ïïî 

=- +

, (4‐13‐53c) 

[ ]
s.o.t.i.p

t t t t t

t t

y z n a z

n z

= +
= +

, (4‐13‐53b) 

( )
( )

( )
( )

* *
1, 2,

* *
1, 1,

*
1,

2 21

1 1

1

1
s.o.t.i.p

t t t t

C
t t t

G
t t

C C

t t

C

n z z z

s z z

g a

n z

u u

u u u u

u u

u

hu u g hu u gu
g s u g g u g
s
g s g s

g s

é ù- - - -ê ú+ - -ê ú- -ê ú= ê ú
ê ú- +ê úê úë û

= +

, (4‐13‐53‐e) 

where we use Eqs.(4‐11‐6) and (4‐11‐7) to derive Eq.(4‐13‐36). 
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By Plugging Eqs.(4‐13‐36) to (4‐13‐39) and (4‐13‐54) to (4‐14‐58) into lines 3 to 7 in Eq. 

(4‐14‐35), we have: 
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(4‐13‐35a) 

By Plugging Eqs.  (4‐13‐40)  to  (4‐13‐53e)  into  lines 8  to 12  in Eq.  (4‐14‐35), we have: 
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(4‐13‐35b) 

Combinig Eqs.(4‐13‐35a) and (4‐13‐35b) yields: 
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Then, the previous expression can be rewritten as: 
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Plugging Eq. (4‐13‐35c) into Eq.(4‐13‐35) yields: 
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Plugging into Eq.(4‐13‐82) into Eq.(4‐2‐17) yields: 
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which can be rewritten as: 
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In the previous expression, lines 1 and 2 can be rewritten as: 



 

160 
 

( ) ( )( )

[ ]

[ ]

[ ]

( )
[ ]

( )
[ ]

( )

58 59

60 61

64

2

*
1,2

*
265

52 53 72

67 68

69 70

7

,2

22
2

2

1

2

2

2

2

1
1 1 2

2

2

2 1 ˆ

t t

C

t t

C

t t

C

tC G
C t t

C

t t

C

t t

C

n z

n z

n z

n
n g

n a

n

u

u

u

u
u

u

u

u

g s
u
g s

g s
g s j sg s

g s

g s

z
g s

-G G

-G G

-G G-G G G

-G

é ù
+ê ú

ê ú
ê ú
ê ú
ê ú+ +ê
ê
ê
ê+ -é ù- - êê ú êê ú - ê-F +ê ú+ ê+ -ê ú êë û ê
ê
ê+ -ê
ê
ê
ê -ê+êêë ûê

G

-G G

G

( ) ( )( )

( )

[ ]

( )

[ ]
( )

( )
( )
( )

2

*
1,2

*
2,2

22
2

58 59

60 61

64 65

52 53 72

67 68

69

2

70

7

2

1

1
21 1

2

1 ˆ

t

C

t

C

t

C

t tC
GC

t

C

t

C

t

C

z

z

z

n n

g

a

u

u

u

u
u

u

u

u

g s
u
g s

g s
g s j sg s

g s

g s

z
g s

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úúú

é +ê
ê
ê
ê +ê+ê
ê
ê

-ê
+êé ù- - êê ú êê ú= --F + êê ú -+ êê ú +ë û

-G G

-G G

-G G
-G G G

-G G
ê
ê
ê

-ê
+ê
ê
ê
ê -ê+
ë

-G G

Gêêê

ù
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
úúúû

. 

Let define 
( )( )2

0 52 53 72

1 1

2
Cug s j-F +

W º-G -G -G + . Then: 



 

161 
 

( )

( )

( )

( )

( )
( )

( )
( )
( )

( )
( )

58 59 58 5

60 61

64 65

67 68

69 7

2

*
1,2

*
2,2 2

2 20 0
2 2

0

71

2

0

2

2 2

1 ˆ

t

C

t

C

t

C C
t t t t

GC C
t

C

t

C

t

C

z

z

z

n n n n

g

a

u

u

u u

u u

u

u

u

g s
u
g s

g s g s
sg s g s
g s

g s

z
g s

é ù+ +ê ú
ê ú
ê ú
ê ú+ê ú+ê ú
ê ú
ê ú

-ê ú
+ê ú
ê úW Wê ú- = -ê ú- Wê ú+ê ú
ê ú
ê ú-ê ú+ê ú
ê ú
ê ú
ê ú-ê ú+

-G G -G G

-G G

-

ê

G G

-G G

-G G

úêê
G

úúë û

( )

( )

( )

( )
( )

( )
( )
( )

2

*
1,2

*

9

60 61

64 65

67 68

69

2,2

2

2

70

71

1 ˆ

t

C

t

C

t

C

G
t

C

t

C

t

C

z

z

z

g

a

u

u

u

u

u

u

g s
u
g s

g s
s
g s

g s

z
g s

ì üé ùïï ê úïï ê úï ê úïï ê úï +ï ê úï +ê úïï ê úïï ê úï -ê úïï +ê úïï ê úïï ê úïíï ê úï -ï ê ú+ï ê úïï ê úïï ê úï -ê úïï +ê úïï ê úï ê úïï ê úï -ï ê ú+ï ê ú

-G G

-G G

-G G

-G G

ïï ê úê úë û
G

ïîïï

ïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïï
, 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

58 59

60 61

64 65

67 68

69 70

0

*
1,

0

*
2,

020
2

0

0

7

0

1

2

1 ˆ

C
t

C
t

C
t

t t

GC
t

t

C
t

z

z

z

n n

g

a

u

u

s

u s

s

sg s

g s
z

ì é ùï +ï ê úïï ê úWï ê úïï ê úï +ï ê úï +ê úï Wï ê úïï ê úï -ê úïï +ê úïï ê úWW ïï ê ú= -ïí ê úï -ï ê úï +ï ê úWï ê úïï ê úï -ï ê úï +ê úïï Wê ú
ê ú

-ê ú
+ê ú
ê úWê úë

-G G

-G G

-G G

û

-G G

-G G

î
G

üïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïïï ïï ïï ïï ïï ïï ïï ïï ïï ïï ï

 

Let define: 

( )58
1

59

0

Cs +
º

G
W

G
W

-
 

( )6
2

0

60 1 Cs+G
W

-G
º

W
 

( )6
3

0

64 5 Cs-G
W

-G
º

W
 

( )67
4

68

0

Gs -
º

G
W

G
W

-
 



 

162 
 

( )69 7

0

0
5

-
º

G
W

G
W

-
 

( )
6 71

0

1Cug s -W º G
W

 

 

and let define: 

* *
1 2 1, 3 2, 4 5 6

ˆe
t t t t t t tn z z z g au z=W + W +W +W +W +W . 

Finally, we have: 

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( )

2
0

2

2 32
,

0

22

1
E s.o.t.i.p.

2

1 1 1

2

e
t t

C

p Ct
t H t

k C

w w C w W

p

p

t

w C

n n

o

ug s

e s j
b p x

s

e j k s e
p

s

k
k

j
k

¥

=

ì üWï ïï ï-ï ïï ïï ïï ïï ïï ïé ù-F -Qï ïê úï ë û ïï ï=- + + +í ï ïï ïï ïï ïï ïé ù-Q + + + -Fï ïë ûï ï

+

+ï ïï ïï ïï ïî 

åW . 

Let  define 
( )

0
2

2 F
F
n

Cug s
WL º   ,  

( ) ( )21 p

p

p CF
p

C

ke s j
k s

é ù-F -Qê úë û+
L º     and 

( ) ( )( )2 1 1 1w w C wF
w

w C

e j k s e j
k s

é ù-Q + + + -Fë ûL º . Then we have: 

( ) ( ),

322

0

2ˆ
2

E s.o.t.i.p
2 2

.Wn P w
t

t
t t t

k

Hn ob p p x
¥

=

Lé ù
=- + +ê ú

ê úë û
L L+ +åW . 

Based on the previous expression, we have: 
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which is Eq.(42) in the text. 

 

 

6 The NKPC and the Wage PC with Efficient Level 
 

 

Eq.(3‐1‐34) can be rewritten as: 
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under the efficient equilibrium. 

Eq.(3‐1‐8) can be rewritten as: 
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Plugging Eqs. (6‐8) and (6‐9) into Eq.(6‐2) yields: 
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Then, we have: 
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Adding  the LHS of Eq.(3‐1‐12) while subtracting  the RHS of Eq.(3‐1‐12)  into Eq.(6‐15) 

yields: 

( )
( )

( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ){ }

2

*
1,

2

*
2,

* *
1, 2,

211 1
ˆˆ

1 1 1

2 1

ˆˆ

1
ˆˆ

1 2 1 1 1

ˆ 1 2

1

1
1

e e
t t t t t

eC
t t t t t t t

G
t t

C

t t

t

t t t

y y s

s a n z z

z

mc

y

z

g

s z z

s

uu

u u u

u

u u

u h u gjg s uw u t t
t t g g u g

u h u g u s
g u

h u u u

w

g

u

s

t

u

u h u u

é ù- -+ ê úë û= + + - - + + -
- - -

é ù- - -ê úë û- -
-

é ùé ù+ê ú

é ù+ + - - - +

ë ûë û

=

+ - - - + + - - -

+ë û

-

-

+

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

2 2 2 2

* *
1, 2,

11

1

1 2 1

2 1 2 11

1 1

1

eC
t t

e
t

t t t

G
t

C

n

s

z z z

g

u u

u

u u u uu

u u u

u

jg s gt t
t g

h u u

u h u g g u u h u g g uu g
g u g g u

u s
g s

+ +- +
-

é ù- - - +ë û
é ù é ù- - - - - - - -+ê ú ê úë û ë û+ - -

- -
-

-

 

(6‐16) 

 

Now, we turn to Eq.(6‐1)  w
t t t tn cm w j= - - . Plugging Eq.(3‐1‐26) into Eq.(6‐1) yields: 
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w
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. 

Plugging Eqs.(6‐6), (6‐7) and (6‐8) into the previous expression yields: 
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Then, we have: 

ˆˆˆw
t t t ty cm w j= - - . (6‐14) 

 


